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RESUMO 



Esta dissertacao visa realizar um estudo acerca dos modelos de mundo brana no con- 
texto proposto por Randall e Sundrum. O trabalho focaliza as perturbagSes de spin-0 no 
espago-tempo de Kerr tornado como um mundo brana 4— dimensional. 

Para isso apresentamos os principals aspectos da Relatividade Geral de Einstein, bem 
como perturbagSes em metricas que descrevem buracos negros. Fizemos uma revisao dos 
modelos de Randall-Sundrum, suas motivagoes e tentativas de descrever buracos negros na 
brana. Por fim a perturbagao escalar da corda negra em rotagao (Kerr- Randall-Sundrum) 
e o fenomeno de super-radiagao sao analisados. 



ABSTRACT 



This dissertation aims at studying the braneworld models in the context proposed by 
Randall and Sundrum. The focus is on the spin-0 perturbations in the Kerr space-time 
as a 4— dimensional braneworld. 

The work deals the main aspects of Einstein General Relativity as well as perturbations 
of black holes metrics. We also review the Randall- Sundrum models and their motivations 
and attempts to describe braneworld black holes. In the end the Kerr-Randall-Sundrum 
black string scalar perturbation and superradiance are obtained. 
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Capitulo 1 



Introdugao 



A Teoria da Relatividade Geral de Einstein e a teoria fisica mais bem sucedida em explicar 

a estrutura do nosso Universe em larga escala. Em smtese, ela relaciona o conteiido de 

energia dos campos com a configuragao da curvatura do espago-tempo onde sao definidos 

esses campos. A equagao que rege essa dinamica e a equagao de Einstein 

1 „ SttG 

Rfj.u - -^Rdiiv — — —T^u-, (1-1) 

sendo o conteiido de energia representado pelo no lado direito da equagao e o espago-tempo 
correspondente no lado esquerdo. A descrigao do Universo em larga escala e apenas uma 
das consequencias dessas equagoes. Temos ainda, o desvio de raios de luz em regioes com 
campo gravitacional, a previsao da existencia de ondas gravitacionais e de buracos negros. 
Neste texto, abordaremos as ideias fundamentals da Relatividade Geral e as solugoes tipo 
buraco negro. 

O tema central desta dissertagao sao os modelos de mundo brana propostos por Ran- 
dall e Sundrum. Estes modelos sao considerados como um teste para ideias fenomenologicas 
da teoria de supercordas, sobretudo a conjectura da teoria M, que considera as diversas 
teorias de cordas como diferentes limites de uma linica teoria, batizada de teoria M. No 
trabalhos de Randall e Sundrum [SU] |SI]; o intuito foi de resolver o problema da hierar- 
quia entre a escala eletrofraca e a gravitacional. Para isso, consideraram o nosso Universo 
como uma hipersuperficie 4— dimensional, chamada de 3— brana, mergulhada num espago- 
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CAPITULO 1. INTRODVQAO 11 

tempo Anti-De Sitter 5— dimensional {AdS^), chamado de bulk. A metrica considerada 
e nao fatoravel e depende da coordenada da dimensao extra y por uma fungao que varia 
rapidamente. Tal metrica e dada por 

ds^ = e^^^'^y^ri^^dx^'dx'' + dy^, (1.2) 

sendo rj^y e a metrica de Minkowski. 

A escala k = l/l, onde / e a escala de curvatura do bulk, e determinada pela constante 
cosmologica 5— dimensional e pela massa de Planck 5— dimensional M5, 



onde observamos que, necessariamente para este cenario, a constante cosmologica 5— dimensional 
deve ser negativa. 

Outro ponto desta dissertagao, apresentado no ultimo capitulo, e a analise das pertur- 
bagoes de campos nao massivos de spin zero na metrica ()1.2|1 . com rj^u substituida pela 
metrica de Kerr. Este sistema descreve uma corda negra 5— dimensional que intercepta a 
3— brana no espago-tempo de Kerr 4— dimensional. Mostraremos que estas perturbagoes 
tornam este cenario instavel. 



Capitulo 2 



Relatividade Geral e Buracos Negros 



Neste capitulo apresentaremos um resumo dos principals pontos da teoria fislca que melhor 
descreve a gravidade, que e a Relatividade Geral de Einstein. Pretendemos estudar as 
principals caracteristicas dessa teoria, bem como as principals solugoes tlpo buraco negro 
previstas. 

2.1 O papel da gravidade 

Ate o presente momento, podemos descrever todos os slstemas fisicos atraves de qua- 
tro interagSes fundamentals. Sao elas, em ordem de magnitude, a forga nuclear forte, 
a forga nuclear fraca, a forga eletromagnetlca e a gravidade. A unificagao da interagao 
eletromagnetlca e da forga nuclear fraca foi operada pela teoria de Salam- Weinberg. A 
unificagao das interagoes restantes, num cenario coerente, talvez posssa ser realizada pela 
teoria de supercordas, num futuro nao muito distante. Quanto a magnitude das interagoes, 
a forga gravitacional e de longe a mais fraca, tanto que a razao entre a interagao gravita- 
cional e a forga eletrica entre dois eletrons e da ordem de 10"^''. Apesar disso, tal interagao 
e dominante sobre as outras no regime de larga escala espacial e e a forga que afeta todas 
as particulas da mesma forma. Esta universalidade da interagao gravitacional foi pela 
primeira vez estudada por Galileo, que descobriu que quaisquer dois corpos em queda 
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CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL E BURACOS NEGROS 13 

livre tern a mesma velocidade. Esta descoberta levou Einstein a formular o principio 
da equivalencia, que e a base da Relatividade Geral. Existem duas formulagoes de tal 
principio, a forma fraca apenas identifica a massa inercial com a massa gravitacional para 
particulas teste. Este principio e verificado experimentalmente com grande precisao. A 
versao mais restritiva deste principio, segundo Weinberg [T], diz que em qualquer ponto 
do espago-tempo em um campo gravitacional arbitrario, e possivel escolher localmente 
um sistema de coordenadas que pode ser chamado de inercial, tal que se considerarmos 
uma regiao suficientemente pequena em torno dos pontos em questao, as leis da natureza 
terao a mesma forma que as observadas em um sistema de coordenadas cartesiano em 
repouso na ausencia de gravitagao. 

Tambem e experimentalmente verificado que raios de luz sao defletidos por campos 
gravitacionais, sendo que nenhum sinal pode viajar com velocidade maior que a veloci- 
dade de luz no vacuo, entao a gravidade determina a estrutura causal do espago-tempo. 
A interagao gravitacional determina que eventos do espago-tempo podem ser causalmente 
relacionados. Estas propriedades da gravidade criam situagoes de grande interesse, como 
quando houver uma grande quantidade de materia numa pequena regiao. O primeiro 
estudo acerca de tal situagao, no contexto da gravitagao newtoniana, foi realizado por 
Laplace, cujo traballio traduzido se encontra na referenda j2]. Neste trabalho Laplace 
mostra que para um corpo com um raio 250 vezes maior que o do Sol com a mesma 
densidade, o campo gravitacional produzido seria tao forte que a velocidade de escape 
na superficie desse corpo seria maior que a velocidade da luz. Portanto esta ficaria apri- 
sionada na superficie do corpo. Tal sistema foi batizado de buraco negro por John A. 
Wheleer na decada de 1960, mas no contexto da Relatividade Geral. Discutiremos os 
buracos negros na proxima segao. 

E importante, antes de prosseguirmos, definirmos alguns conceitos da geometria dife- 
rencial, que serao de grande valia na formulagao das quantidades fisicas segundo a visao da 
Relatividade Geral, ja que esta abdica do conceito de forga gravitacional, substituindo-a 
por uma configuragao da curvatura do espago-tempo. Seguiremos basicamente os textos 
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classicos sobre este tema [2] |S] |1!- 

2.2 Variedade Espaco- Temporal e Equacoes de Eins- 
tein 

Uma variedade A4 corresponde a ideia intuitiva que temos da continuidade do espago- 
tempo. Esta continuidade e bem estabelecida, segundo experimentos de espalhamento de 
pions, ate distancias da ordem de 10~^^cm. Apenas a nogao de variedade nao e suficiente 
para descrever o conjunto de todos os eventos que forma o espago-tempo, ela sera um 
dos ingredientes fundamentais do modelo. A outra quantidade fundamental e o objeto 
matematico que usamos para medir distancias entre pontos de A^, o tensor de ordem 2 
nao degenerado simetrico chamado de tensor metrico g. Entao ao par (7W,g) chamamos 
de espago-tempo. 

Formalmente, uma variedade e um espago que possui a propriedade de nao distinguir 
sistemas de coordenadas, permitir a definigao da diferenciagao e localmente ser similar 
ao espago euclidiano. Esta variedade deve ser do tipo Haussdorff, isto e, satisfazer o 
axioma da separagao de Hausdorff: se p,q sao dois pontos distintos quaisquer em A4, 
entao existem dois abertos disjuntos U e V em 7W, tal que p E U, q E V. Alem disso, 
M. deve ser orientavel, o que significa que existe apenas um parametro de tempo. Deve 
ser paracompacta, o que implica que a intersecgao de dois abertos da variedade tenha 
tamanho finito. 

Dadas estas caracteristicas, podemos construir de maneira natural campos de fungoes, 
campos vetoriais e campos tensoriais. Uma fungao / em M. e definida como um mapa de 
M. para a reta real M. Campos tensoriais sao equivalentes a um tensor definido em cada 
ponto da variedade. Uma forma de obter estas quantidades e partir do conceito de vetor 
em cada ponto de M.. 

Dado o parametro t, podemos definir uma curva diferenciavel A(t) como um mapa 
de um intervalo pertencente a reta real M em M.. Identificamos o mapa que leva uma 
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fungao / da curva A(to) no mimero {df/dt)^ |i„ ao objeto chamado vetor contravariante. 
De forma explicita, 

%) =lim-[/(A(t + s))-/(A(t))] , (2.1) 

e a derivada direcional. Esta expressao representa a derivada da fungao / na diregao 
da curva X(t) em relagao ao parametro t. Po demos mostrar que o conjunto dos vetores 
contravariantes formam um espago vetorial no ponto p de Ai chamado de espago tangente, 
denotado por Tp. Para realizar isto, consideremos um sistema de coordenadas focais no 
aberto que define a vizinfianga do ponto p de A4, dado pelo conjunto {x^, ■ ■ ■ , x"), entao 



df\ _ d i,.,.... Of _ dx' df 



Podemos tomar como base para escrever qualquer vetor deste espago tangente as derivadas 
em relagao as coordenadas focais no ponto p. Entao Tp representa um espago vetorial 
n— dimensional. Um vetor V ^ Tp pode ser tomado como uma fiecha apontando na 
diregao da curva A(t). 

Usando o espago tangente Tp podemos construir o espago cotangente ou dual T* onde 
podemos definir os vetores covariantes. Tais vetores sao fungoes lineares reals dos vetores 
de Tp, chamadas de 1-formas, denotadas por w. Se X e um vetor em p, o mimero em que 
w mapeia X e escrito como < iu,X >, cuja linearidade de w implica em, sendo a e jS 

<w,aX + /3Y >=a <w,X> +f] <w,Y > . (2.2) 

Dada uma base e^ em p, podemos definir um conjunto de n 1-formas e*, desde que 
e* mapeie qualquer vetor X no mimero X*, que e a i— esima componente do vetor X em 
relagao a base Cj. Se escolhermos entao 

< e\ ej >= 5] , (2.3) 

e se definirmos a combinagao linear de 1-formas pela regra 

< aw + /3t7,X >= a < a;,X > +/5 < 77,X > , (2.4) 
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tereinos o conjunto e* como a base das 1-formas, isto e, qualquer 1-forma uj em p pode 
ser expressa como 

Do conjunto de todas as 1-formas definidas no ponto p de Ai, formamos o espago 
vetorial n— dimesional chamado de espago cotangente T* ou tambem chamado de espago 
dual a Tp. A base e^ das 1-formas e a base dual a base e'' dos vetores contravariantes. 
Usando estas construgSes podemos definir o diferencial df de uma fungao / como 1— forma, 
que para qualquer vetor X, obedece a relagao 

<df,X>=Xf . 

Se usarmos um sistema de coordenadas locals (x^, ■ ■ ■ , x") da mesma forma que o fizemos 
definindo derivada direcional, o conjunto de diferenciais {dx^, ■ ■ ■ .dx"') no ponto p forma 
uma base de 1— formas, dual a base {d/dx^, ■ ■ ■ , d/dx^) dos vetores em p, sendo 

dx^ 
< dx\ d/dx^ >= —— = 6] , 
' dx^ ^ 

como relagao direta, obtemos a diferencial df, em termos da base, como 

df=^dx' . 
ax* 

Partindo do espago vetorial Tp dos vetores contravariantes em p e do seu espago dual 
definido pelo espago T* das 1— formas ou vetores covariantes tambem em p, podemos 
formar o produto cartesiano 11^ de r espagos T* com s espagos tangentes Tp como 

n^ = t; X t; X • ■ ■ X t; X Tp X Tp X ■ ■ ■ X Tp . (2.5) 

"■ V ' ^^ N- ' 

r termos s termos 

O produto cartesiano pode ser colocado como um conjunto ordenado de vetores con- 
travariantes e covariantes {rj^, 77^, ■ ■ ■ , 77^, Yi, ■ ■ ■ , Yg). 

Definimos como tensor do tipo (r, s) em um ponto p de Ai, a fungao de 11^ que e 
linear em cada um dos sens argumentos. O mimero que o tensor T do tipo (r, s) mapeia 
o elemento (t/S t/^, ■ ■ ■ , r/^, Yi, ■ ■ ■ , Y^) de H^ e T (r/^ r/^, ■ ■ ■ , 77^, Yi, ■ ■ ■ , Y^) . 
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Da lienaridade de T, para todo a, j3 ^ R^ e todo X, Y G Tp, temos 

^(r7^■■■,r7^aX + /5Y,Y2,■■■,Y,) = a.T (r7\ ■ ■ ■ , r7^X, Y2 ■ ■ ■ , Y^) 

+ /?.T(r7^■•■,r7^Y,Y2,■■■,Y,). 

A operagao chamada de produto tensorial ® definida como 

^ ^/ ' "> V ■' 

r termos s termos 

forma uma algebra cujos elementos sao todos espacos tensoriais definidos em um ponto 
pG M. 

Outras operagoes algebricas podem ser construidas de forma natural, tal como a adigao 
de tensores (T + T') 

(T + r)(r7\---,r;^Yi,---,Y,) = T (r7\ ■ ■ ■ , r;^ Yi, ■ ■ ■ , Y,) 

+ T'(r7^■■■,r/^Yl,■■■,Y,) , (2.6) 

a multiplicagao de tensores por um escalar a & R^ 

{aT){ri\---,rj\Y,,---,Y,) . (2.7) 

Com as operagoes ()2.6j) e (|2.7j) . o produto tensorial Tg{p) forma um espago vetorial de 
dimensao n^"'"'^ sobre a reta real R^. 

Se {ca}, {e"^} sao bases de Tp e T*, respectivamente, entao os produtos 

{ea, ® ■ ■ ■ ® Ca^ ® e*^ ® ■ ■ ■ ® e''= } , 

formam uma base para o espago do produto tensorial T^{p). Entao qualquer tensor 
T G Tgij)) pode ser expresso em termos dessa base como 

onde {T^^'''!^''} sao as componentes de T com respeito as bases {ca}, {e"}. 

Outra importante operagao algebrica usando tensores, e a contragao de indices. Esta 
operagao e independente da base usada. Dado um tensor T do tipo (r, s) com componentes 
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{T^f...q}j a contacao no primeiro mdice contravariante e no primeiro mdice covariante e 
definida como o tensor Bl{T) do tipo (r — 1, s — 1), cujas componentes com relagao as 

ab---d 



bases {ca}, {e"}, sao T^^.';;^, entao 



^^^(T) = T;^f::.geb ® ■ ■ ■ ® e^ ® e^ ® ■ ■ ■ ® e^ 



Denotanios a parte simetrica das componentes do tensor T por 

rpiab^ f rpab , rpba\ 



e a parte anti-simetrica 



rp[ab] _ J rpab n-]ba\ tc\ o\ 



Um subconjuntto do espago tensorial, e aquele formado pelos tensores do tipo (0,g), 
totalmente antisimetricos nas posigoes do indice q (com q < n). Estes tensores sao 
chamados de g— formas. Se A e B sao p— e g— formas respectivamente, podemos construir, 
a partir destes, a (p + g)— forma A A B, onde A representa a contraparte anti-simetrica 
do produto tensorial ®. O tensor A A B e do tipo (0, p + q) com componentes dadas por 

{A A B)^...,^...f = A^a-bBc...n ■ 

Esta expressao implica que 

(AAB) = (-irA[,...,E,...^] . (2.9) 



O conjunto de todas p— e g— formas munidas da operagao ()2.9|) constituem uma algebra 
de Grassmann para as formas. 

Ate aqui definimos as mais importantes operagSes algebricas dos espagos tensoriais. 
Para que possamos usar tais objetos para construir quantidades dinamicas precisamos 
estudar operadores diferenciais na variedade. Neste trabalho nao pretendemos esgotar 
este assunto, para mais detalhes ver [S]. Estudaremos, tres operadores de particular 
interesse, dois deles, a derivada exterior e a derivada de Lie, so necessitam para serem 
definidos da propria variedade M.. O terceiro operador, a derivada covariante, precisa de 
uma estrutura adicional que e a conexao V de A^. 
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O operador d que determina a operagao chamada de derivada exterior, mapeia as 
r— formas de maneira linear em (r + 1)— fornias. Se operarmos com d na r— forma 

A = Aab-ddx" Adx'' A--- A dx'^, 

obtemos 

dA = dAab-d Adx" Adx^ A--- A dx'^, 

que e uma (r + 1)— forma independente do sistema de coordenadas {x°} usado. Da 
definigao do produto A, temos que 

d{dA)=0, (2.10) 

para toda r— forma A. 

O segundo tipo de diferenciagao que e definido naturalmente da estrutura da variedade 
e a derivada de Lie. Antes de passar a esta operagao, devemos definir o parenteses de Lie. 

Dados dois vetores, X e Y, seu parenteses de Lie, [X, Y], e definido pela agao deste 
numa 0— forma da seguinte maneira 

[X, Y]/ = (XY - YX) / = X (Y/) - Y (X/) . 

Sendo f e g 0— formas, a e /3 mimeros reais, o parenteses de Lie de dois vetores do espago 
tangente aplicado numa combinagao das 0— formas, tem como resultado tambem vetores 
deste espago, isto e, 

[X,Y]{af + (3g) = a[X,Y]f + P[X,Y]g, (2.11) 

[X,Y]{fg) = g[X,Y]f + f[X,Y]g (2.12) 

A relagao ()2.1H) estabelece o parenteses de Lie como um operador linear, e a relagao 
()2.12|) como uma operagao de diferenciagao. Podemos expressar esta operagao em forma 
de componentes, ja que o parenteses de Lie de vetores no espago tangente tambem e um 
vetor no espago tangente. Aplicando no sistema de coordenadas local {x°}, obtemos 

[X, Yjx'^ = X^Y\b - Y^X'^^b- 
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Consideremos o parenteses de Lie [X, Y] conio uma operacao de diferenciagao, chamada 
de derivada de Lie do vetor Y na diregao de X, denotada por 

£xY = [X, Y] = -[Y,X] = -£yX. (2.13) 

A derivada de Lie £xT de urn tensor T do tipo (r, s) em relagao a X e um tensor 
tambem do tipo (r, s). Esta diferenciagao, alem de preservar o tipo dos tensores, tambem 
preserva a contragao e obedece a regra de Leibniz do calculo 

iix (S ® T) = i:x(S) ® T + S ® iixT (2.14) 

As componentes da derivada de Lie das 1— fornias uj pode ser obtida contraindo a relagao 
(jmjl . obtendo 

£x < ^, Y >=< £xw, Y > + < a;, £xY > . (2.15) 

Escolhendo Y com a base vetorial Ca = d/dx"", temos em forma de componentes, 
ja que 

{z^d/dx'^f -- 



dx"- 

Seguindo a mesma receita, podemos obter as componentes da derivada de Lie de qualquer 
tensor T do tipo (r, s) usando a regra de Leibniz em 

£x (T ® e" ® ■ ■ ■ (g) e"' ® Ce ® ■ ■ ■ ® 63) , 

e entao contraindo em todas posigoes, encontramos 

/ ri rf^\ab---d I ^ rpab---d \ \ri rpib---d ^^ 

+ ^"'■V.^ + ---- (2.16) 

A derivada de Lie comuta com o operador d da derivada exterior, isto e 

d (£xu;) = £x {duj) . 
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Podemos interpretar a derivada de Lie £xT|p de um tensor T do tipo (r, s) no ponto 
p de A4 nao apenas como a derivada de T na direcao do campo vetorial X no ponto p, 
mas tambem como a derivada direcional ao longo da vizinhanga do ponto p. 

Os dois operadores diferenciais que definimos pela estrutura da variedade, a derivada 
exterior e a derivada de Lie, sao limitados para servirem de generalizagao para o conceito 
de derivada parcial. O operador d age apenas sobre formas, enquanto que derivadas 
parciais ordinarias sao derivadas direcionais que dependem apenas da diregao no ponto 
em questao, diferentemente da derivada de Lie , que tambem depende da vizinhanga do 
ponto considerado. 

A generalizagao da derivada parcial ordinaria e obtida pela adigao de uma nova estru- 
tura em M., chamada de conexao e denotada por V. Esta estrutura nos permite definir 
a operagao de derivagao covariante. 

A conexao V no ponto p de Ai e uma receita que associa cada vetor X em p a um 
operador diferencial Vx- Este operador mapeia todo vetor Y no tensor VxY, isto e, para 
quaisquer fungoes f,ge vetores X, Y, Z temos 

V/x+<,yZ = /VxZ + (?VyZ . (2.17) 

apresenta a propriedade de linearidade 

Vx (aY + pZ) = aVxY + /3VxZ , 

6 

Vx(/Y) = X(/)Y + /VxY . 

Destas propriedades definimos VY como a derivada covariante de Y, como um tensor do 
tipo (1, 1), que quando contraido com X produz o vetor VxY. De ()2.17|) temos 

V (/Y) = d/ ® Y + /VY. (2.18) 

As componentes de VxY sao obtidas se escolhemos como base as bases duals e^ e e°, 
logo 

VxY = Vx (i^-^e^,) = (Xy") e, + y^Vxea , (2.19) 
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Se escolhermos a base Ca como um tensor do tipo (1,0), a expressao acima pode ser 
escrita na forma 

Vxea = ujl{X.)eb , (2.20) 

sendo u'^ 1— formas. Com isso (j2.19|l fica como 

VxY=(Xne, + F'^a7^(X)e, , (2.21) 



ou 



VxY = (XF'^)e, + r"X^Ve,ea 

= {XY-)ea + Y-X'uleb , (2.22) 

sendo u^Cc = uj^^ os coeficientes de e'^ quando expandimos a 1— forma u^ na base {e'^}. 
Entao temos que a conexao V no ponto p de A^ e determinada por estes coeficientes u^f^. 
Reescrevendo ()2.2H) como 

VxY=[X.Y'' + uj^^{-X)Y']ea , 

concluimos que 

(VxY)'' = Xy + uj^{'X)Y'' . 

Tomando novamente a base local {d/dx'^), denotando cu^^ por F^^ e o sinal de ponto-e- 
virgula como a operagao de derivada covariante, temos a forma padrao desta operagao 

Y^-c = Y^^c + Y'T'^bc ■ (2.23) 

Generalizando para qualquer tensor X do tipo (r, s) , temos 

Xab---d vab---d i -pa \rjb---d i 

ef-g;h — -^ ef-g,h + J- hj^ ef-g + " " • 

- r\,X^'-,f...,---- . (2.24) 

Dada a conexao V, para quaisquer vetores X, Y, podemos definir um tensor T do 
tipo (1,2) 

T(X, Y) = VxY - VyX - [X, Y] , 
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chamado de torgdo, cuja expressao na base coordenada e 

jk J- jk J- kj 

Em nosso estudo apenas usaremos conexoes livres de torcao, isto e, T = 0, o que 
implica na simetria das componentes da conexao em relagao aos indices covariantes, T^jk = 
r*fcj. Uma conexao e livre de torcao se e apenas se f-ij = f.ji para todas fungoes /. 

Neste cenario de torgao zero, podemos relacionar a derivada covariante com a derivada- 
da de Lie e como a derivada exterior de um tensor T do tipo (r, s). Estas relagoes, com 
respeito a base coordenada sao, respectivamente 

/ (\ rri\ab---d rpab---d \^h rpjb---d \^a 

l-J-X-l-j ef-g - J ef-g;h^ "J ef-g^^- ;j 

- ■■• + T^^-V-9^';e + --- , (2.25) 

{dA),...,a = {-IfA^a-c-A ■ (2.26) 

Uma aplicagao da derivada covariante e a obtengao das expressoes para o transporte 
paralelo de um tensor X e da equagao para as curvas geodesicas, que sao as equagoes de 
movimento de uma particula em queda livre no espago-tempo determinado pela variedade 
M. 

Seja o tensor X definido ao longo da curva X(t) de A4, entao podemos definir a 
derivada covariante de X ao longo desta curva A(t), como Va/atX, sendo X a extensao 
de X nos abertos dos pontos que formam a curva A(t), isto e na vizinhanga de A(t). Um 
caso particular ocorre quando consideramos tal derivada covariante independente desta 
extensao X, denotamos esta operagao por DX"'/dt, que e um tensor definido em toda 
curva A(t). Em termos das componentes, se Y e um vetor definido em Tp ao longo de 
A(t), temos 

dX°- dx^ 

Escolliendo como coordenadas para A(t) o conjunto {x°'(t)} e X = dx"" /dt temos 

dX°- dr^ dr^ 

OX'lm^'-l^Tl^'-^ . ,2.27) 
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Diz-se que um tensor X foi transportado paralelamente ao longo de A(t) se 

DX/dt = . 

Se a curva A(t) comeca no ponto p e termina no ponto g, e se a conexao V e pelo menos 
diferenciavel uma vez, entao pela teoria das equagoes diferenciais deve-se obter um linico 
tensor no ponto q atraves do transporte paralelo de qualquer dado tensor em p ao longo 
da curva A(t). O transporte paralelo e um mapa linear que leva os elementos de T^{p) em 
TJ(g) preservando o produto tensorial e a operagao de contragao. 

Uma curva X de M e uma curva geodesica, se o resultado do transporte paralelo de 
um vetor tangente a ela for um miiltiplo deste mesmo vetor. Sendo dx^ {X{t)) / dt um vetor 
tangente a A(t), entao seu transporte paralelo, segundo a condigao geodesica, fica 

sendo 0(t) uma fungao bem definida de t. Em vez de t, se usarmos o parametro 



dt" exp 



dt'(t){t') 



a equagao ()2.28|) fica 



d'^x^ • dx'' dx^ 
ds"^ ds ds 



sendo s cliamado de parametro afim. A linica liberdade na escolha de s e sua origem e 
sua escala. 

Ao tensor que mede a nao comutatividade dos operadores da segunda derivada covari- 
ante (aplicagao da derivada covariante duas vezes), chamamos de tensor de Riemann ou 
tensor de curvatura. Se consideramos um dado ponto p da curva fechada 7 como o ponto 
inicial do transporte paralelo do vetor Xp, entao o resultado disto sera o vetor X'p, que 
em geral e diferente de Xp, alem disso, se considerarmos outra curva fechada 7' passando 
por p e realizarmos a mesma operagao, o vetor obtido X"p sera diferente de Xp e X'p. 
Esta nao integrabilidade do transporte paralelo e a manifestagao da nao comutatividade 
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da segunda derivada covariante. Dada um a conexao V, os vetores X, Y,Z, definiinos o 
tensor de Riemann conio 

R(X, Y)Z = Vx (VyZ) - Vy (VxZ) - V[x,y]Z . (2.30) 

O tensor R(X, Y)Z e linear em relagao a X, Y,Z, ou seja, depende apenas do valor 
destes vetores no ponto p formando um tensor do tipo (3, 1). Reescrevendo ()2.3()j) em 
componentes, obtemos 

= (Z^,,-Z^,rf)X^y'^ . (2.31) 

Ja que X e Y sao vetores arbitrarios, podemos expressar a nao comutatividade da segunda 
derivada covariante como 

rpa nrb nra rya 

-n- hcd^ — ^ \dc~ ^ \cd 

Com relagao as bases duals {ca}, {e"}, as componentes do tensor de Riemann sao 

R'^bcd =< e^ R(ec, ed)eb > . 

Escolhendo as bases como bases coordenadas, obtemos a expressao para o tensor de Rie- 
mann em termos das componentes coordenadas da conexao V 

fl''.. = ^-|;? + rvr',,-rvr'.. . (2.32) 

Destas expressoes seguem as propriedades de simetria do tensor de Riemann 

R°'b{cd) = 0, 

-R"[6cd] = . 

Alem disto, a derivada covariante primeira satisfaz as chamadas identidades de Bianchi, 

R b[cd;e] = . 
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O tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao obtidos por contragoes do tensor de 
Riemann. Esses sao dados, respectivamente, por 

Rab = 9^ Racbd , 

R = g"^ Rab ■ 

O transporte paralelo de um vetor em uma curva fechada arbitraria e localmente 
integravel apenas se R'^bcd = para todos os pontos da variedade Ai. Neste caso, dizemos 
que a conexao e plana. 

Para construirmos consistentemente o espago-tempo lorentziano, que e o objeto de es- 
tudo da Relatividade Geral, precisamos de mais um objeto geometrico, o tensor simetrico 
nao singular do tipo (0, 2) chamado de tensor metrico ou simplesmente metrica e denotado 
por g. As componentes Qab da metrica g sao dados simplesmente pelo produto escalar dos 
elementos da base vetorial {cq}. Se usarmos a base coordenada {d/dx""} teremos 

g = gabdx"" ® dx'' . (2.33) 

Os comprimentos definidos pela metrica estao em Tp e estao relacionados com os 
comprimentos obtidos pela estrutura de A4. Considerando dois pontos p e q da curva 
7(t) na qual o vetor tangente d/dt e tal que g{d/dt, d/dt) tem o mesmo sinal em todos os 
pontos de 7(t), o comprimento do caminho entre esses dois pontos e dado pela quantidade 



^{\g{d/dt,d/dt)\)dt . (2.34) 

Como e usual, podemos expressar ()2.33j) e ()2.34|1 como um deslocamento infinitesimal 

ds^ = gijdx'dx^ , 

obtido pela mudanga infinitesimal x* — *> x* + dx^ . Se para todo vetor X, Y G Tp tivermos 
(^(X, Y) = em p, entao a metrica e dita nao degenerada em p. Em termos das com- 
ponentes de g, isto quer dizer que a matriz {gab) e nao singular. Trataremos sempre de 
metricas que nao sao degeneradas, isto e, definiremos de maneira linica o tensor simetrico 



b — g J-cb, -L a — g J-ac, -L —g g -Lc 
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do tipo (2, 0) cujas componentes g"''^ em relacao as bases duals {ca} e {e°} sao dadas pela 
relagao 

g'''gbc = s: , (2.35) 

ou seja, a matriz {g"''^) e a matriz inversa de (gab)- Se adimitirmos sempre isso, g"''' e 
gab definem urn isomorfismo entre qualquer tensor covariante e qualquer tensor contrava- 
riante, de maneira mais simples, g"''' e gab sao usadas para levantar e abaixar indices das 
quantidades geometricas definidas na mesma base. Se Tab sao as componentes do tensor 
T do tipo (0,2), entao podemos associar a elas unicamente as componentes tensorias 

cd 

O numero de autovalores positivos da matriz (gab) e chamado de assinatura da metrica. 
Apenas se a metrica g for nao degenerada e continua, o que tomaremos como verdade, a 
assinatura sera constante em toda variedade M.. Por uma certa escolha da base vetorial 
{ca}, as componentes da metrica em qualquer ponto p podem ser colocadas na forma 

gab = diag{+l, +1, ■ ■ ■ , +1, -1, -1, ■ ■ • , -1) , 

i^(n+s)termos ^ (n— s)termos 

na qual a assinatura de g e o numero de dimensoes de Ai sao dados por sen respecti- 
vamente. 

Uma metrica e chamada de positiva definida se o numero de dimensSes da variedade 
for igual a assinatura de g, ou seja, 

gab = diag{ +l,--- , +1 ) . 

n termos 

A metrica positiva definida e propriamente o objeto que da a disposigao dos eventos no 
espaco, no sentido topologico da expressao. 

A metrica cuja assinatura e (n — 2) e chamada de metrica lorentziana, cuja forma, por 
uma certa escolha da base vetorial, e 

gab = diag{ +l,--- ,+1 , -1) . 

{n—l)termos 
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Se tomarmos um espago-tempo dado por (A^,g), sendo g e uma metrica lorentziana, 
entao vetores em p podein ser classificados como tipo tempo, tipo luz, ou do tipo espaco, 
se (7(X,X) e negativo, nulo ou positivo, respectivamente. Os vetores tipo luz formam um 
cone duplo em Tp que separa os vetores do tipo espago dos do tipo tempo. 

Introduzimos separadamente em Ai o tensor metrico e a conexao. Apesar disso, e 
possivel obtermos a conexao a partir de uma dada metrica, ja que existe uma linica 
conexao livre de torgao em A4 dada pela condigao de que a derivada covariante da metrica 
seja zero. Aplicando isto, obtemos as relagoes de Christtofel, que associam as componentes 
coordenadas de V com as de g, ou seja, 

r^fec = -^9 °^ [9cd,b + gbd,c — gcb,d] 

Usando as propriedades de simetria do tensor de Riemann, e se o mimero de dimensoes 
for 77, = 3, o tensor de Ricci determina completamente a curvatura de Ai, mas se ra > 3 
aparecem outros termos de curvatura, aos quais o tensor de Ricci nao descreve. Usamos 
o tensor de Weyl Cabcd para descrever estes termos adicionais. As componentes do tensor 
de Weyl, sao relacionadas com o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de 
curvatura por 

2 p .2 

Cabcd = Rabcd H [ga[dRc\b + gb[cRd]a\ + 7 Try ■^ga[cgd]bR , 

e como consequencia das simetrias de Rabcd^ 

C^bad = . 

Ate aqui construimos o espago-tempo {Ai, g) e os objetos geometricos de interesse, tal 
como as componentes da curvatura representadas pelo tensor de Riemann, e a condigao 
para o espago-tempo ser piano, que descreve a relatividade restrita. 

A resposta dada pela geometria do espago-tempo a presenga de um campo externo 
e modificar sua curvatura de acordo com a densidade de energia armazenada no campo. 
Tal situagao dinamica e descrita pelas equagoes de Einstein, que e um dos postulados 
fundamentals da Relatividade Geral. Podemos obter estas equagoes, supondo uma agao 
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fisica que seja uma fungao escalar das componentes da metrica e suas derivadas. Neste 
caso, Qab sao as linicas variaveis dinamicas do sistema. Outra exigencia para esta agao e que 
no limite nao-relativistico, a teoria produzida recaia na teoria de Newton da gravitagao. 
Para isso acontecer, na agao devem aparecer apenas derivadas ate segunda ordem no 
tensor metrico de forma linear. 

A agao mais simples que obedece a estas exigencias e a agao de Einstein-Hilbert, dada 
em unidades relativisticas {c = G = h = 1) por 

Sg = -^ j R./^d^x , (2.36) 

sendo R o escalar de curvatura ego determinante da metrica. Aplicando o principio de 
minima agao 6Sg = 0, sendo a variagao em relagao as quantidades dinamicas consideradas, 
que neste caso e o tensor metrico. Entao a variagao de ()2.36|) tem como resultado 



SSg = --^ fs{g^'RabV^)d^x 

lOTT J ' 



^ ' rfS ( RabV^Sg'^' + g^'6Raby^ 



167r 
- lg'''Rabgcd6g'"'V^ 

A variagao 6Rab sera feita na relagao das componentes do tensor de Ricci com as da 
conexao V na base coordenada, que e obtida atraves da contagao de ()2.32|) . Tal variagao 
fica 

SRab = isr\b),, - (^r^,,) , + ST'^^bT'dc - r^^ab^r^dc - sr^acT'db - r'^ajr^db ■ (2.37) 

A variagao das componentes da conexao da como resultado 

ST\, = \g^' {{5g^).^^ + {8g,,).^, - {5gbc),^ • 
Substituindo este resultado em ()2.37|1 chgamos a identidade de Palatini 

5Rab = {ST\b)., - (^r'^,,)., . (2.38) 



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL E BURACOS NEGROS 30 

A identidade de Palatini apos a integragao nao da nenuma contribuigao a 6Sg, enta a 
variagao da agao assume a forma 



6Sg = —— I d^X\p^ 



Rab — -^QabR 



Sg"" . (2.39) 



' IQtt 

Definindo Gab = Rat — \gabR como tensor de Einstein, e aplicando 5Sg = para qualquer 
6g"''^, obtemos as equagoes de Eintein para o espago-tempo no vacuo 

Gab = . 

Esta equagao nao so tem como solugao a geometria para o espago-tempo exterior a dis- 
tribuigoes de energia e materia, mas tambem nos informa que a geometria no caso de 
ausencia quaisquer distribuigoes de materia nao e apenas a solugao de Minkowski. Isto e 
a manifestagao da nao-linearidade da interagao gravitacional. O proprio campo gravita- 
cional, pelo sen conteiido de energia, produz mais curvatura, o que se convem cliamar de 
retroagao. Estas solugSes descrevem campos gravitacionais auto-sustentaveis. 

Agora, se ao inves de termos apenas Sg, adicionarmos a esta, a agao Sm, que representa 
outros campos (campo escalar, eletromagnetico, femionico, etc.) presentes na geometria, 
teremos 

O ^ Og -\- Dm 

Aplicando o principio de minima agao 6S = 0, obtemos as equag5es de Einstein para 
qualquer espago-tempo, que tomaremos como o postulado 1 da teoria. 

Postulado 1 .■ Equagoes de Einstein 

Gab = SnTat, (2.40) 

sendo Tab o tensor energia-momento. Neste objeto esta representado o conteiido de energia 
de uma certa regiao do espago-tempo. Dado isto, em principio resolvendo ()2.40p . teremos 
as componentes do tensor de Einstein, ou seja, teremos o perfil da curvatura espago- 
temporal gerada por Tab- 
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As equagoes de Einstein sao dez equagoes diferenciais parciais nao-lineares de segunda 
ordem acopladas das componentes do tensor metrico. Pelas identidades de Bianchi Gab;b = 
e tendo a divergencia Tab-b nula, o niimero de equagSes se torna seis. 

Uma implicagao das equagoes de Einstein e o aparecimento de contribuigoes nao-locais 
de distribuigoes de energia na definigao local de curvatura. Pela equagao ()2.36|) . temos 
que o tensor de Riemann e dado localmente pela composigao do tensor de Weyl mais o 
tensor de Ricci e o escalar de curvatura. Se considerarmos uma situagao de vacuo, por 
()2.40j) Rab = 0, entao a curvatura tera apenas a contribugao do tensor de Weyl. Esta 
contribuigao sera nao nula desde que haja uma distibuigao nao homogenea de energia no 
espago-tempo. Tomemos o divergente de C"*cd 



/^ab 

^ cd;b — 77 



i-K 






(2.41) 



sendo T o trago do tensor energia-momento. Desta equagao, observamos que as fontes 
do tensor de Weyl sao os gradientes do tensor energia-momento. Tal equagao pode ser 
interpretada como analoga as equagoes de Maxwell, tomado T como fonte. 

Como foi dito as equagoes de Einstein sao apenas um dos postulados fundamentals da 
Relatividade Geral. Existem outros dois, cujos expedientes sao sobre a causalidade local 
do espago-tempo e a conservagao local do tensor energia-momento. 

Postulado 2 Causalidade local 

As equagSes que governam a dinamica dos campos de materia no espago-tempo, devem 
ser tais que, se lA for a vizinhanga que contem os pontos peg, entao um sinal pode ser 
enviado em U entre os pontos p e g se e apenas se for possivel ligar estes pontos por 
uma curva totalmente em U, cujo vetor tangente e sempre diferente de zero, do tipo- 
tempo ou do tipo luz, isto e, devemos ter uma curva ligando estes pontos que nao seja 
do tipo-espago. Se {x°} forma um conjunto de coordenadas em U sobre o ponto p, entao 
pontos que podem ser ligados a p atraves de curvas nao tipo-espago, sao aqueles cujas 
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coordenadas satisfazem 

(x^)2 + (x2)2 + (x3)2 - (a;4)2 < , (2.42) 

isto e, que estejam dentro do cone duplo em Tp formado pelos vetores tipo-luz no ponto 
p. Empiricamente, a causalidade local e observada pelo fato de que nenhum sinal se 
deslocando mais rapido que a luz, que viaja em geodesicas tipo-luz, ter sido observado. 
Estas relagoes de causalidade podem ser usadas para determinar a estrutura topologica 
deM. 

Postulado 3 Conservagdo local da energia e momento 

As equagoes da dinamica dos campos de materia sao tais que existe um tensor simetrico 
chamado tensor energia-momento, que depende dos campos, de suas derivadas covariantes 
e metrica, e que obedega as propriedades: 

(i) Tab se anula num aberto U se e apenas se os campos de materia tambem se anu- 
larem. Isto expressa o fato de que todos campos tem energia e portanto sao afetados 
gravitacionalmente 

{a) Tab obedece a equagao 

T'^^ b = . 
Estes tes postulados, em smtese, formam a base da Teoria da Relatividade Geral. 

2.3 Buracos Negros 

Buracos negros sao uma das mais interessantes previsoes da Relatividade Geral. Estes 
objetos produzem no espago-tempo uma curvatura extrema, de tal modo que nem sinais 
luminosos, uma vez dentro do horizonte de eventos do buraco negro, podem escapar. A 
prova da existencia de buracos negros e a analise de suas propriedades, sao de grande 
interesse nao so para a astrofisica, que especula que grandes emissSes de raios-X nos cen- 
tros galaticos sejam devido a presenga de buracos negros supermassivos, mas tambem para 
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testar nossa nocao de espago-tempo em regioes cujo cainpo gravitacional e tao intenso. 
Um buraco negro pode ser formado quando um corpo de massa M contrai seu tamanho 
num raio menor que o raio gravitacional 2GM/c^. A velocidade de escape nesta situagao 
e igual a velocidade da luz, isto e, nenhum campo ou particula pode escapar do buraco 
negro. Esta conclusao vem de maneira natural da relatividade geral, pois a interagao 
gravitacional tern a caracteristica de ser universal, ja que a carga gravitacional, ou massa, 
tem valor proporcional a energia total do sistema. Apesar das equagoes de Einstein, que 
descrevem os buracos negros, serem nao lineares, buracos negros logo apos sua formagao 
se tornam estacionarios e os linicos parametros que os descrevem sao sua carga, massa e 
momento angular, que sao sens linicos cabelos, segundo o teorema no hair. A superficie 
do buraco negro e chamada de horizonte de eventos. Esta e uma superficie tipo-luz, que 
determina, juntamente com a singularidade espago-temporal alem dessa superficie, uma 
estrutura causal nao trivial no epago-tempo. 

Possiveis aspectos observacionais de buracos negros podem ser obtidos pelo estudo do 
movimento de particulas e propagagao de campos em espagos-tempos de buracos negros 
estacionarios. Este problema e predominatemente matematico e envolve a integragao das 
equagSes da geodesica, e a obtengao da solugao da equagao de onda nesses espagos. 

A constatagao teorica de que buracos negros irradiam, contrariando a definigao classica 
dada pela relatividade geral desses objetos, foi feita por Hawking [Hj. Este resultado e 
devido a instabilidade do vacuo gerada pela curvatura do buraco negro, que se torna fonte 
de radiagao quantica. A propriedade mais interessante dessa radiagao e que o seu espectro 
e precisamente termico. 

A colisao de um buraco negro com uma estrela de neutrons ou a coalescencia de um 
par de buracos negros num sistema binario, forma uma fonte de radiagao gravitacional 
de grande intensidade, que poderiam ser medidos por experimentos de interferometria 
de ondas gravitacionais. Para que se efetue tal medigao, deve-se saber com detalhes o 
campo gravitacional do buraco negro durante a colisao. Tal solugao e possivel atraves de 
simulagoes numericas dessas colisoes. 
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Buracos negros funcionam como laboratories teoricos para testar ideias sobre como 
seria a teoria unificada das quatro interagoes fundament ais. A teoria de supercordas, 
que parece ser a mais promissora teoria para a unificagao, explica a gravidade como uma 
colegao de estados da excitagao de uma corda fundamental fechada. Esta teoria recupera 
a Relatividade Geral no limite de campo fraco. 

As equagoes de Einstein 4— dimensionais sem constante cosmologica, possuem quatro 
familias de solugoes exatas que descrevem buracos negros. A solugao de Schwarzschild 
descreve um buraco negro esfericamente simetrico de massa M. A solugao de Reissner- 
Nordstrom, generaliza a solugao de Schwarschild para o caso em que alem da massa, o 
buraco negro contem carga eletrica Q. O buraco negro de Kerr e a solugao que descreve 
um buraco negro de massa M e momento angular total J. A solugao tipo buraco negro 
mais geral e a solugao de Kerr-Newman, que depende dos tres parametros do teorema no 
hair, massa M, carga eletrica Q e momento angular J. 

2.4 Propriedades gerais dos buracos negros 

O nosso objetivo nesta segao e apresentar de forma geral propiedades inerentes a to- 
das solugSes das equagSes de Einstein que descrevem buracos negros sem constante cos- 
mologica. Para que possamos definir um buraco negro em termos do par {Ai, g), prescisamos 
de conceitos acerca da estrutura causal de (7Vl,g), tais como orientabilidade no tempo, 
curvas causais, condigoes de causalidade e o diagrama de Penrose-Carter. 

Um espago-tempo e tido como temporalmente orientado se em todos sens pontos pu- 
dermos separar continuamente os vetores nao tipo-espago em duas classes distintas:os 
direcionados ao futuro (vetor futuro) e os direcionados ao passado (vetor passsado), do 
contrario teremos espagos-tempo nao temporalmente orientados. Estas situagoes nao per- 
mitem o aparecimento de singularidades, seja em buracos negros seja no universo primor- 
dial, logo nao e razoavel trabalhar com tais cenarios, alem de que, ha a termodinamica 
local que nos garante a existencia de apenas um parametro de tempo. 
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Seja entao urn espago-tempo (A^,g) temporalmente orientavel, com dois conjuntos S 
eU. O futuro cronologico I~^{S,U) de S relative ao conjunto U pode ser definido como o 
conjunto de todos os pontes em U que podem ser alcangados por pontos em S atraves de 
curvas futuras tipo-tempo (o vetor tangente e do tipo futuro). Da mesma forma, podemos 
definir o passado cronologico I~{S,U) de S relative a U. 

O futuro causal J'^^SjU) de S relative a W e e conjunto de todos os pontos de U que 
podem relacionar-se causalmente com pontos em S. De maneira mais rigorosa, definimos 
o futuro causal como a uniao do conjunto formado pela intersecgao S (lU e o conjunto 
formado por todos os pontos de U que podem alcangados de S por curvas futuras tipo- 
tempo ou tipo-luz. 

As condigoes de caualidade se referem a exigencia de que (A^,g) nao possua curvas 
fechada tipo-tempo. A existencia de tais estruturas criaria diversos paradoxes, come, por 
exemplo, se um foguete viajasse numa curva desse tipo ele poderia chegar antes de sua 
partida. Mais precisamente, damos o nome de condigdo cronologica a esta hipotese. Uma 
das proposigoes de Hawking acerca disso, nos informa que variedades que satisfagam a 
condigao cronologica nao devem ser compactas, pois se forem compactas, o conjunto de 
pontos que violam a condigao cronologica e nao vazio. A prova disso esta em |2]. 

A ideia principal do diagrama de Penrose- Carter e estudar a estrutura causal dos 
pontos no infinito de (7W, g) iniciando com a metrica nao fisica cjab-, que se relaciona com 
a metrica fisica gab por uma transformagao conforme, isto e, 

Qab = ^ 9ab , 

sendo Q o fator conforme. Uma escolha apropriada deste fator conforme, nos possibilita 
"trazer" os pontos no infinito para uma posigao finita, e entao estudar sua estrutura causal. 
Para trazer estes pontos do infinito usamos transformagoes de coordenadas que envolvam 
fungoes do tipo tan~^(a:), que mapeiem intervalos infinitos [—00, -|-oo] em intervalos finitos, 
tais como [— 7r/2, -|-7r/2]. 

A receita basica consiste em escrever a metrica usando coordenadas nulas {v = t + 
r,w = t — r), apos isso, realizar a transformagao {v,w) — > (p = tan~^t>,g = tan~^a;) e 



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL E BURACOS NEGROS 36 

entao identificar o fator conforme e extrair a metrica fisica, que representa a estrutura dos 
pontos no infinito. As informagoes da estrutura causal da metrica fisica colocadas em um 
diagrama t x x produz o diagrama de Penrose-Carter, que e o diagrama do espago-tempo 
conformalmente compactificado. 

Este processo aplicado na metrica de Minkowski 

ds^ = -dt^ + dx"^ + dy^ + dz^ , 

produz o seguinte elemento de linha 

ds'^ = - sec^(p) sec^(g) [idpdq — sin^(p — q) (dO'^ + sin^ ^d^^)] , 

sendo o fator conforme dado por 

n = - sec^(p) sec^(g) , 

e a metrica conforme gab por 

df = dt'^ - dr'^ - sin^ r' {d9^ + sin^ Odcj)^) , 

no qual t' = p + q e r' = p — q, com dominios — tt < t' + r' < it, —tt < t' — r' < it com a 
condigao r' < 0. O elemento de linha conforme expressa a geometria dos pontos do infinfito 
numa regiao finita. No caso do espago-tempo de Minkowski, obtemos o universo estatico 
de Einstein como metrica conforme, cuja topologia e cilindrica. Esta representagao do 
espago-tempo de Minkowski como uma regiao finita do universo estatico de Einstein, 
e chamada de compactificagao conforme, que pode ser representada no diagrama (j2.1j) 
retirado de j2]. 

A fronteira dessa regiao representa a estrutura conforme do infinito para o espago- 
tempo de Minkowski. Em termos das coordenadas p e q, esta fronteira consiste nas 
superficies nulas p = 7r/2 denotada por T+ e q = — 7r/2 chamada T~, alem dos pontos 
{p = 7i/2, q = 71-/2), {p = 7i/2, q = — vr/2) e {p = —7i/2, q = —tt/2) denotados respectiva- 
mente por i^, i^ e i~ . 
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r' = 



Figura 2.1: Espago-tempo de Minkowski compactificado. 



As geodesicas tipo-tempo tern origem no ponto i~ em terminam em i^. Da mesma 
forma, geodesicas tipo-luz se originam na superficie T~ e terminam em T"*", enquanto que 
as geodesicas tipo-espago iniciam e teminam em i^. A representagao das curvas geodesicas 
nestes diagramas tambem aplica-se as curvas nao geodesicas. 

Os pontos i~^ e i~ representam o infinito futuro tipo-tempo e infinito passado tipo- 
tempo, T+ e T~ representam o infinito futuro tipo-luz e infinito passado tipo-luz. 

O diagrama de Penrose- Carter e o diagrama t x r de um espago-tempo conformalmente 
compactificado. Para o espago-tempo de Minkowski o diagrama de Penrose-Carter esta 
na figura ()2.2|) onde temos as curvas r constante, que correspondem as historias de esferas 
bidimensionais com raio constante, e as fatias tipo-tempo correspondente a t constante. 
Geodesicas radiais nulas sao representadas por retas p constante e q constante fazendo 
angulos de 45" e —45° respectivamente. 

Tendo a prescrigao do diagrama de Penrose-Carter, passamos entao a analise das 
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i: = D ^; 



q = con5tantc 




p = con5tantc 



r = con5lantc 



l=con5lanlc 



Figura 2.2: Diagrama de Penrose-Carter do espago-tempo de Minkowski. 



solugoes tipo buraco negro de Schwarzschild e Kerr. 



2.5 A solucao de Schwarzschild 



A solugao das equagoes de Einstein que descreve um espago-tempo vazio na vizinhanga 
de um corpo massivo esfericamente simetrico, e a solugao de Schwarzschild. Esta solugao 
e uma boa aproximagao para estudarmos o Sistema Solar, bem como qualquer sistema 
gravitacional que nao exiba consideraveis desvios da simetria esferica. Esta solugao e dada 
pela metrica 



ds' = -(l-^)dt'+(l-^) \r' + r'{d9' + 



sm 



2 nji2 



'1 



(2.43) 



para r > 2m, sendo m uma constante de integragao advinda da resolugao das equagoes de 
Einstein. O valor desta constante e determinado quando consideramos o limite newtoniano 
da Relatividade Geral. Sendo $ o potencial gravitacional newtoniano, entao neste limite. 
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em unidades nao-relativisticas, 

2$ 2G4M 
5-00 ^ 1 + ^- = 1 5 — ) 

no qual c e a velocidade da luz, 6*4 a constante da gravitacao 4— dimensional e M a 
massa que da origem ao potencial gravitacional $. Comparando ()2.44|) com a solugao de 
Schwarzschild, determinamos a constante de integragao m como 

CM 



m 



c2 



Vemos que a solugao de Schwarzschild pode ser interpretada como a descrigao para o 
campo gravitacional de uma particula de massa m situada na origem. Esta solugao e 
estatica, no sentido de que d/dt e um campo vetorial de Killing. As componentes da 
metrica sao fungoes que nao dependem do tempo, e nao apresentam termos de rotagao, 
pois nao ha termos mistos como dtdr. A simetria esferica de ()2.43|) aparece no fato de 
que Qqq e g^i dependerem apenas da coordenada radial e nao das coordenadas angulares 9 
e 0. Pode-se mostrar, conforme teorema de Birkhoff, que qualquer solugao das equagoes 
de Einstein para sistemas esfericamente simetricos e localmente isometrica a solugao de 
Schwarzschild, ou seja, este teorema garante que esta solugao e linica. 

Em geral a metrica ()2.43|1 descreve a geometria externa de uma estrela de raio tq, isto 
e, para r > tq. A metrica para r < tq depende do tensor energia-momento Tab no interior 
estelar. No caso de um completo colapso gravitacional, quando toda massa do corpo 
colapsa no ponto r = 0, consideramos a solugao de Schwarzschild como descrigao para 
todos valores de r. Tal solugao apresenta singularidades nos pontos r = e r = 2m, ou 
seja, no caso do colapso gravitacional, a metrica de Schwarzschild, descreve dois dominios 
da variedade 7W, < r < 2m ou 2m < r < 00. 

Tomando Ai com dominio 2m < r < cxd, e necessario determinar se A4 e extensivel, 
isto e, descobrir se existe uma variedade Ai' com uma metrica g' formando o espago-tempo 
(A^', g') tal que A1 e um subespago de J^' e que g = g' em ^A. Neste dominio isto e 
possivel, ja que o escalar de curvatura em r = 2m e uma fungao continua, o que indica que 
a singularidade em r = 2m e apenas uma patologia do sistema de coordenadas escolhido, 
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ou seja, deve existir um outro conjunto de coordenadas que mapeie este dommio de Ai 
numa imagem sem singularidades. Para efetuar a extensao maximal de A4, devemos ter 
todas curvas geodesicas extendidas em ambas as diregoes com relagao ao parametro afim, 
ou devem ter terminagoes em uma singularidade verdadeira, ou seja, uma singularidade 
que nao pode ser removida por nenhuma mudanga de coordenadas. 

Se tomarmos agora, Ai com dommio < r < 2?7i e calcularmos o escalar de curvatura, 
obtido das componentes do tensor de Riemman, 

R''"''Ratc,= ^ , (2.44) 



concluiremos que para r ^ 0, R"''^'^'^ Rated ^ oo, o que indica a existencia de uma singu- 
laridade real em r = 0, tornando impossivel a extensao de Ai alem de r = 0. O maximo 
que podemos fazer e extender Ai alem de r = 2m ate r = oo atraves do procedimen- 
to de Kruskal-Szekeres. Este procedimento consiste em reescrever ()2.4Hj) em termos das 
coordenadas nulas avangadas e retardadas {v,w). Descreveremos At com o sistema de 
coordenadas {v,w,9,(f>). 

Usando a condigao pra uma curva geodesica ser uma geodesica tipo-luz ou nula 

gabX''X' = , 

as geodesicas radiais nulas do espago-tempo descrito por ()2.43|) sao dadas por 

'dt' " 



drj V 1 _ 2zn i ' 
definindo a coordenada tartaruga r^, de Wheeler, neste caso, como 



1-^ "°V2m 

r 

Entao, as geodesicas radiais nulas ficam 



r + 2mlog( l) . (2.45) 



t = r=K + const , 
t = -r* + canst . (2.46) 
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Definimos as coordenadas nulas [v, w) por 

V = t — r^ , 

w = t + n , (2.47) 

que consequentemente leva a definigao de r em termos implicitos de w e w, ja que r,, = 
{w - v) /2. 

Usando estas definigSes, a solugao ()2.43p pode ser escrita como 

ds^ = --^ e^^-^^l^^dvdw + r^ (rf^2 ^ 3i^2 ^^^2^) ^ (2.48) 

implicando em que a singularidade r — > 2?7i corresponde ai;-^ooeu;— i>— oo. 
Definindo novas coordenadas V e W como 

W^ = e"'/^"^ , (2.49) 

a metrica ()2.48p fica 

ds"" = -2f!m dVdW + r^ (rf^2 ^ gi^2 ^^^2) ^ (2.50) 

Nesta forma, observamos que nao ha singularidade em r = 2m, que corresponde a,V = 
W = Q. Para obtemos a forma de Kruskal-Szekeres da metrica de Scliwarzschild fazemos 
a seguinte mudanga de coordenadas 

{V + W) 



T 



2 



xJ^^^ , (2.51) 



em fl2.5()|l . obtendo assim 



ds^ = :^^^^^^ (-dT^ + c/X^) + r^ [de'' + sin^ ^c/^^) . (2.52) 

A transformagao de coordenadas entre as coordenadas iniciais (t, r) e (T, X) e dada por 

X^-T^=(—- I) e^/2- , 
V2m / 

t = 4mtanh^M— J . (2.53) 
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A condicao de que r > especifica os valores permitidos para as coordenadas (T, X). 
Estes valores sao os que obedecem a relagao X'^ — T^ > —1. Esta estrutura da extensao 
de Kruskal-Szekeres da geometria de Schwarzschild e dada pelo diagrama ()2.3|1 . chamado 
de diagrama de Kruskal-Szekeres. Em tal diagrama, as geodesicas radiais nulas sao retas 
que fazem angulos de 45" com os eixos coordenados. Vemos tambem que a singularidade 
verdadeira em r = corresponde aos valores X^ = ± \/{T'^ — 1) e que nao ha singularidade 
quando r = 2m. A regiao / e correspondente a solucao original de Schwarzschild em 
r > 2m, que representa o campo gravitacional externo ao corpo colapsante. Esta regiao 
apresenta um comportamento assintoticamente piano, da mesma maneira que a regiao /'. 
Um foton que parte da regiao / pode ir para o infinito espacial ou atravessar a fronteira 
X = T entrando na regiao //, mas nao ir para regiao J', o que mostra que as regioes 

I e I' sao causalmente desconectadas. Nao ha possibilidade de um observador numa 
geodesica radial nula na regiao //, escapar da singularidade em X = ^(T^ — 1), essa 
regiao e chamada de buraco negro e a regiao //', que possui as mesmas propriedades que 

II quando invertemos o tempo desta, de buraco branco. 

Para obtermos o diagrama de Penrose- Carter para a extensao de Kruskal-Szekeres da 
geometria de Schwarzschild se definirmos novas coordenadas nulas por 

V 



V 



' = tan '^ 



'2m 



w' = tan-M^L) , (2.54) 

com dommios — 7r/2 < v' < 7r/2, — 7r/2 < w' < 7r/2 c — tt < v' + w' < ti. Este diagrama e 
dado na figura ()2.4j) . 

Observamos neste diagrama que cada uma das regioes assintoticamente planas / e 
/' possuem infinito futuro, infinito passado e infinito tipo-luz, e que diferentemente do 
espago-tempo de Minkowski, a metrica conforme e continua mas nao diferenciavel em i^. 

Na extensao de Kruskal-Szekers da metrica de Schwarzschild, a superficie nula r = 2m 
e uma superficie onde cada ponto representa uma esfera bidimensional de area IQirm? . Se 
observarmos a metrica (J2.12J) . vemos que 5^00 e sempre maior que zero quando tomamos 
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sin.gula.ri.dadc-. 



-z^.m 




■tF=t)- 



Figura 2.3: Extensao de Kruskal da geometria de Schwarzschild. 

r > 2m, mas muda de sinal quando atravessamos o horizonte de eventos r = 2m, isto 
e, goo < quando r < 2m. Isto implica que as coordenadas t e r invertem seus papeis, 
tornando o espago-tempo para r < 2m nao estatico. O horizonte de eventos torna-se o 
limite estatico da solugao de Schwarzschild. 

2.6 A solugao de Kerr 



Em Relatividade Geral, o campo gravitacional de um objeto em rotagao e estacionario e 
descrito pelo espago-tempo de Kerr [Zj. Nas chamadas coordenadas de Boyer-Lindquist, 
esta solugao e dada pela metrica 



ds' 



2mr\ , , 4amrsin^6' , ,^ 
dt^ dtde 



2mra? sin^ 6 



= -(1 

+ —dr^ + T.de'^ +{r^ + a 



sm 



(2.55) 
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singuiaridadc fjluca 
r = D 

: = constantc 



1+ : = constanlc 
1+- 




singuiaridadc passada 
r = 



t^conslanlc 



Figura 2.4: Diagrama de Penrose-Carter da solugao de Kruskal-Szekeres. 

sendo T, = r'^ + a^ cos^ 6* e A = r^ — 2'mr + a^. A quantidade m representa a massa 
gravitacional do corpo girante, e sendo J o seu momento angular total, entao a = J/m 
representa o momento angular por unidade de massa. Os coeficientes da metrica de Kerr 
sao independentes de t e 0, o que implica que esta solugao e estacionaria e axialmente 
simetrica, que sao as linicas simetrias contmuas desta solugao. Por simetria axial enten- 
demos que se existe um eixo definido (neste caso o eixo z em coordenadas cartesianas, ou 
^ = 0), tal que a solugao e invariante por rotagoes em torno deste eixo, entao a solugao e 
axialmente simetrica. Existem duas simetrias discretas para este espago-tempo, a refiexao 
em t e (f), que nao ocorrem separadamente mas em conjunto, isto e, esta solugao admite 
apenas a inversao simultanea 
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Este tipo de siinetria representa o fato do espaco-tenipo de Kerr ser a solugao para um 
corpo em rotacao, ja que se invertemos o spin e tomarnios o tempo negativo e equivalente 
a diregao positiva do tempo com spin positivo. 
Temos ainda a segunda simetria discreta 

t -^ —t, a -^ —a , 

que sugere que a especifica a diregao do spin do corpo girante. A solugao ()2.55|1 e assinto- 
ticamente plana, isto e, para r -^ cxd, obtemos a metrica de Minkowski. Quando tomamos 
a = 0, nao so os termos relacionados a rotagao vao a zero, mas a metrica se reduz a 
solugao de Schwarzschild. 

A solugao de Kerr admite uma singularidade espago-temporal em forma de anel. Esta 
singularidade nao removivel aparece quando S = 0, a partir do calculo da quantidade 
RabcdR"^"'^- Entao se 

j: = r^ + a'^ cos^ ^ = , 

devemos ter r = cos 6 = 0, que deter mina uma singularidade com estrutura de um anel 
de raio a no piano equatorial 2; = 0, ja que em coordenadas cartesianas z = rcos6. O 
espago-tempo de Kerr admite duas superficies 5"+ e S^ onde o desvio para o vermelho e 
infinito, tais superficies representam limites estacionarios, como no caso de Schwarzschild, 
sao superficies onde as coordenadas tipo-tempo trocam de papel com as coordenadas tipo- 
espago. Ainda admite duas superficies nulas, que definem dois horizontes de eventos. 

As superficies com desvio para o vermelho infinito sao obtidas quando goo e nulo. Disto 
obtemos os limites estacionarios 



rs, = m 



± \/m? — a? cos^ 6 . (2.56) 



No Imite de Schwarzschild a ^ 0, a superficie S+ se reduz ao horizonte de eventos r = 2m 
e S- a r = 0. Estas superficies definidas por ()2.56|) sao axialmente simetricas, com 5*+ 



possuindo um raio r = 2m no equador, e assumindo a^ < m^, um raio m + y/m'^ — a^ nos 
polos. A superficie S- esta completamente contida por 5"+. A existencia dessas superficies 



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL E BURACOS NEGROS 46 

indica a existencia de superficies nulas que definem horizontes de eventos. Para encontrar 
tais horizontes, devemos procurar por superficies r = constante onde a componente g^^ 
se anule. Entao se 

^1^;^ A r^ — 2mr + a^ 

S^ r^ + a^ cos^ 6 

para que ele se anule, devemos ter 

A = r^ - 2mr + a^ = 0, 
o que implica em dois horizontes de eventos, sempre com a^ < m^ 



r = r± = m ± yjw?' — o?. 

A metrica de Kerr apresenta dois horizontes de eventos e duas superficies com desvio 
para o vermelho infinito. Esta configuracao define tres regioes em que esta metrica e 
regular. A regiao I cujo dominio k Tj^ < r < +cxd, a regiao II compreendida no intervalo 
r_ < r < r+ e a regiao III definida por < r < r_. No limite a = os horizontes de 
eventos se reduzem a r = 1m e r = 0. De fato, na solugao de Schwarzschild o horizonte 
de eventos e a superficie de infinito desvio para o vermelho coincidem. A regiao entre o 
limite estacionario 5*+ e o horizonte de eventos r = r_|_ e chamada de ergosfera. 

Destas consideragSes, vemos que para a < m a. solugao de Kerr descreve um buraco 
negro com parametro de rotagao diferente de zero. No caso em que a > m, nao ha a 
formagao do buraco negro, ja que nao ha o aparecimento de um horizonte de eventos mas 
apenas a formagao de uma singularidade em r = 0, que e visivel a todos observadores 
externos. Tal singularidade, pela ausencia de um horizonte de eventos, e chamada de 
singularidade nua. Segundo o hipotese da censura cosmica, tais obejtos nao devem existir 
na natureza, mas tal hipotese nunca foi provada de maneira geral. Por outro lado, no 
caso de buracos negros em rotagao, nao parece haver nenhum mecanismo dinamico que 
faga com que uma estrela com a < m va, para um estado em que a > m. 

A extensao maximal da metrica de Kerr (a < m) e obtida utilizando-se as coordenadas 
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de Eddington-Finkelstein avagadas e retardadas 

du4- = dt ± dr, 

A 

d(j)± = d(f) ± x'^'"' 

Na figura ()2.5|1 temos a estrutura conforine ao longo do eixo de simetria. As regioes I 
determinadas pelo intervalo r^ < r < +oo sao estacionarias e assintoticamente planas. 
As regioes 11 r_ < r < r^ nao sao estacionarias e apresentam superficies aprisionadas 
fechadas. As regioes III — oo < r < r_ contem a singularidade em forma de anel do 
tipo-tempo, que pode ser evitada. Esta regiao contem curvas fechadas tipo-tempo. Tais 
curvas violam o principio da causalidade, nao sendo fisicamente consideradas. Nao ha 
violagao da causahdade nas regiSes I e II. 

Segundo Penrose [Hj, e possivel realizar uma especie de extracao de energia de um 
buraco negro que possui uma ergosfera. Dada uma particula se movendo numa trajetoria 
geodesica a partir do infinito, com energia Eq = —p^Ka > ao longo desta trajetoria, com 
Pq = mvQ sendo o momento da particula, Vq sao as componentes da quadri-velocidade 
da particula e Ka sao as componentes do vetor de Killing. Entao suponhamos que tal 
particula se divida em dois fragmentos com momentos pi e P2, onde p^ = p^. Sendo Ka 
um vetor do tipo-espaco e possivel escolher pi um vetor tipo-tempo futuro direcionado, 
tal que Ei = —pIKa < 0. Entao E2 = — P2-^'a sera maior que Eq. Isto indica que o 
segundo fragmento de energia E2 pode escapar para o infinito onde tera mais energia que 
a particula original. Esta quantidade de energia excedente foi extraida do buraco negro. 



2.7 Perturbagoes de Buracos Negros 

O estudo das perturbagoes em solugoes tipo buraco negro em Relatividade Geral e um 
ramo de pesquisa que nos permite a analise de imimeros temas, tais como a radiagao 
gerada por pequenos corpos caindo no buraco negro, o perfil de ondas gravitacionais 
muito tempo apos a formagao do buraco, espalhamento e absorgao de ondas por buracos 
negros, a estabilidade das solugoes tipo buraco negro e varios outros temas. 
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Figura 2.5: Estrutura conforme da metrica de Kerr ao longo do eixo de simetria para 
a <m. 



Esta segao e devotada ao estudo de perturbagoes lineares em torno da solucao de 
Schwarzschild e Kerr, sobretudo as perturbagoes escalares. Os campos fisicos considerados 
como perturbagoes sao tornados como fracos, isto e, o efeito de seu tensor energia-momento 
na metrica de fundo do buraco negro pode ser desprezado. Em smtese, serao consideradas 
apenas perturbagoes lineares dessas solugoes. 

Os primeiros estudos teoricos acerca desse tema derivam do trabalho de Regge Whee- 
ler da decada de 50 p. Eles se propuseram a estudar a estabilidade da singularidade 
de Schwarzschild frente a pequenos desvios de sua simetria esferica. Para a obtengao 
das equagoes lineares que governam estas pequenas perturbagoes na simetria esferica, foi 
necessario estudar a equagao de Eintein linearizada sobre o espago-tempo descrito por 
tal metrica. Esta equagao e obtida escrevendo a metrica perturbada g^^y como a soma 
de dois termos: um representando a metrica nao perturbada de fundo, ^°^g^u, e outro 
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representando a perturbagao dado por /i^jj,. Disto entao, podemos escrever [Hlj 

9f,u = ^°^g^,u + h^^ , (2.57) 

onde consideramos \hf^^\ « 1. Usando ()2.57|) nas equagoes de Einstein obtemos as 
equagoes que governam h^^ em primeira ordem. 

As componentes F'^^ da conexao metrica perturbada sao dadas por, considerando no 
maximo termos de primeira ordem em h^^, 

t;, = ^°^t;, + 6t;, , (2.58) 

sendo 

'^r;:, = ^(°)^''" Ku;, + /^a^- - V;-] • (2-59) 

Com isto, podemos escrever as componentes do tensor de Ricci perturbado como 

5i?^. = 5r;,^, - 5r^,^„ . (2.60) 

No vacuo, as equagoes de perturbagao reduzem-se a 

SRf,, = , (2.61) 

que represent am dez equagoes diferenciais parcias das componentes lineares de /i^,y. Como 
e mostrado em ^U], este conjunto de equagoes pode ser reduzido, se fizermos a separagao 
de variaveis 

oo L 10 

V = E E EC'2a/(^,O(>Ta/U(^,0) , (2.62) 

L=0 M=-L n=l 

sendo Cl^jit, r) os coeficientes da expansao e {Y£j^) {6, 0) os harmonicos esfericos tenso- 
rias. Seguindo isto, foi possivel mostrar que as perturbagoes se dividem em duas classes de 
paridade, para cada valor de L. Sao denominadas perturbagSes polares, as que se trans- 
formam com (—1)-^, perturbagoes axiais as que se transformam como (—1)^''"^. Se con- 
siderarmos como campos perturbativos fracos o campo escalar o campo eletromagnetico 
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e o campo gravitacinal nessa prescrigao, obtemos uma equagao diferencial tipo barreira 
de potencial P] [H] P [ID] , dada por 

(2.63) 



— ^(x,t) - ^^(a:,t) + V{x)^{x,t) = 



sendo \l/(a;, t) o campo perturbativo, x = r + 2Mln(r/2M — 1) a coordenada tartaruga e 
V{x) o potencial efetivo dado por 

2M^ 



V{x) 



L{L + 1) 2Ma 



(2.64) 



no qual a assume os valores +1, e —3, correspondendo, respectivamente, a perturbagao 
por campo escalar, eletromagnetico e gravitacional. Temos entao que as perturbagoes li- 
neares na metrica de Schwarzschild sao descritas por uma equagao de onda unidimensional 
com um potencial real. 

Apesar da equagao ()2.64|1 sintetizar as perturbagoes lineares da solugao de Schwarzschild, 
vamos verificar com mais detalhes a perturbagao gerada por um campo escalar definido 
na vizinhanga de um buraco negro esfericamente simetrico, e em seguida estudaremos a 
perturbagao pelo mesmo campo num buraco negro de Kerr. 

Um campo escalar sem massa $ tem sua evolugao determinada pela equagao de Klein- 
Gordon, 

1 d 



n$ 



-g ^x^^ 



-99 



d 
dx'^ 



(2.65) 



sendo g o determinate da metrica gf^jy, cujas componentes seguem da solugao de Schwarzschild 
()2.43j) . Usando o fato da solugao ser esfericamente simetrica podemos realizar a seguinte 
separagao de variaveis em $ 



$ 



Lm 



-YLm{0,(f)) 



Com isso obtemos duas equagoes diferenciais. 



d_ 

de 



sine— Yi^ 



+ 



1 
1 



:Y, 



Lm 



r 
2M 



2M\ d 



2M\ d 
dr 
L{L 



r 



r J dr 
1) 2M 






(2.66) 

(2.67) 
(2.68) 
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A primeira equagao tern como solugao os harmonicos esfericos Yim- A equagao redial- 
temporal ()2.68|) pode ser simplificada atraves da coordenada tartaruga ()2.45|) que implica 
na relagao 

2M\ d 



_d_ 



1 



que usada em ()2.68p da como resultado 









Vrir) 



dr 



^Lir,t) = 



(2.69) 



(2.70) 



Se considerarmos uma dependencia temporal harmonica, tal como \I/l('"; t) = ^^(r, t)e *'^*, 
reduzimos (j2.7()|l em uma equagao diferencial ordinaria 



drt 



+ u;'-VL(r) 



*r r 



cujo potencial efetivo e dado por 



Vr(r) 



2M 



L{L 



0, 



2M 



(2.71) 



(2.72) 



Este potencial corresponde a uma barreira de potencial , cujo maximo e r = 3M (figu- 
ra ()2.fij) ). Com isso podemos tratar varios dos problemas de perturbagoes de buracos 
negros com metodos da espalhamento da mecanica quantica. 

Podemos verificar que quando r^, -^ oo, que corresponde ao infinito espacial, e quando 
r=K -^ — oo, correspondendo ao horizonte de eventos, o potencial efetivo ()2.72j) vai a zero, 
ou seja 



Vrir^ -^ ±CX)) 



0, 



entao o comportamento assintotico das solugoes de ()2.71|) e da forma 



\l/r fr, cj) ~ e 



±iujr 



(2.73) 



tanto no horizonte de eventos(r^, -^ — oo), quanto no infinito(r^, -^ +oo). 

Dado este perfil assintotico das solugoes ()2.73p . podemos construir solugoes para a 
equagao de onda a partir das condigoes de contorno. Uma classe de solugoes de parti- 
cular interesse e aquela que satisfaz as condigoes de contorno chamadas de causais. Ela 
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Figura 2.6: Potencial escalar efetivo com ponto maximo r = 3M para r^, = 

corresponde a situagao em que nao haja ondas emergindo do horizonte de eventos do 
buraco negro, isto e 



^ 



L V *) 



^m 



L[r* 



-oo 



-oo 



A 



out{i^ e 



AiJuj)e~ 



(2.74) 



supondo que u seja um mimero real e positivo. Como em [12] chamaremos esta classe de 
solugoe de modos in, e seu complexo conjugado de modos out. Da teoria das equagoes 
diferenciais [13], sabemos que duas solugSes linearmente independentes de (12.711) tem o 
wronskiano constante em r*. Calculando o wronskiano dos modos in e out no horizonte 
de eventos e no infinito, temos que 



\Ai 



\Acmt\ + 1 ) 



de maneira similar 



\Tr + \R\ 



(2.75) 



(2.76) 



sendo T = 1/Ain e R = Aout/Am, os coeficientes de transmissao de reflexao respectiva- 
mente. Entao parte da onda incidente e absovida pelo buraco negro e outra parte refletida 
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de volta ao infinito. 

Urn segundo par de solugoes basicas, os modos up e modos down, podem ser definidos 
de maneira analoga. Os modos up correspondem a ondas puramente emergentes no in- 
finito, que sao dados pelas seguintes condigoes de contorno 



K'in 



^ 



up j 



— cxo) 

+ 00) 



fio«t(^)e*"'* + BiJuj)e- 



(2.77) 



O modo down e o complexo conjugado do modo up. Usando novamente o fato do wron- 
skiano referente a estas solugoes ser constante, temos que 



Bnn,t{to) = AiJuj) 



Bin = —Aout{^) = —Aout{—^), 



(2.78) 
(2.79) 



com a barra denotando a operagao de conjugagao complexa. Quaisquer duas solugoes 
mencionadas(m, out, up, down) podem ser escolhidas como solugSes basicas de um dado 
problema. 

Podemos estudar as perturbagoes lineares na solugao de Kerr da mesma forma que 
foi feito para o caso esfericamente simetrico, mas o caso com rotagao se apresenta mais 
intrincado devido a simetria axial da solugao. A evolugao de campos escalares nesta 
geometria foi estudada por Brill jHj. Por algum tempo acreditou-se que nao seria possivel 
separar a equagao de onda nessa geometria a nao ser para campos de spin zero. Mas no 
trabalho jT^, Teukolsky mostrou, usando o formalismo de Newman-Penrose |3], que as 
perturbagoes escalares, eletromagneticas e gravitacionais de um buraco negro de Kerr 
podem ser descritas por uma linica equagao, chamada de equagao mestra de Teukolsky, 
que no caso de ausencia de fontes e dada por 



+ 



[r^ + a^f 
A 
d_ 
dr 
i cos 9 d^ 



d f . ^d^ 
89 [''''^^ 



A^'^ I A^+i^ 1 -sin"i^-r_ ( sin^^ 



sin'^ 



2s 



dr J 



— sm 9 

A 



a{r - M) 



2s 



dm 



A 



r — ia cos 9 



9* 

'dt 



A 
[s^cot^9 - s)^ = 0, (2.80) 
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na qual s assume os valores 0, ±1,±2, correspondendo respectivainente a perturbagoes 
escalares, eletromagneticas e gravitacionais. 
Usando o Ansatz de Teukolsky 



"^Lm = RLm{r,Uj)SLm{0,(f))e 



-iujt 



(2.81) 



a equagao ()2.80|) pode ser separada em duas equagoes diferenciais acopladas 

'K'^ - 2is{r - M)K 



A-'— ( A^+^ — 



'A 
dr 

1 d 



dr 



sinOde \^^^ de 



A 

2 2 2 a 

a uj cos (J - 



m 



2 cos 6ms 
sin^^ 



s^ cot^ e + E- s"^ 



sin' 9 
S = 



+ Aisur — A 



— 2au;scos6' 



i? = 0, 

s 



(2.82) 
(2.83) 



em que 



K = (r + a )uj — am, X = E — s{s + 1) + (auj) — 2am,uj , 

e E = E{a,uj) e a constante de separagao. Pelo fato dessas equagoes serem acopladas 
nao podemos resolve-las diretamente, pois as fungoes R e S dependem da frequencia u. 
A equagao ()2.8H|1 forma um problema de Sturm-Liouville para cada (au;)^ complexo e m, 
inteiro positivo, cujas auto-fungoes sao os harmonicos esferoidais SL\m\{G4') com autoval- 
ores E{L, |m|, tu). Estas autofungoes formam um conjunto completo no caso de u ser real 

m- 

Usando a seguinte transformagao jT2j 



X 



A'/Vr2 + a^ 



(2.84) 



na equagao radial ()2.82|1 . esta pode ser reescrita como 

d^ 



dr 



2 + V{r^;uj,s,X) 



x = o 



(2.85) 



em que a coordenada tartaruga neste caso e dada por 



d 



A d 



dr^, r^ + a^ dr 



(2.86) 
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e o potencial efetivo e 



K^ - 2is{r - M)K + A(4zrcus - A) 2 dG 



V{r,^u,sA) = '' ^'■''' J IP ' -G'-^ , (2.87) 



onde 



^ _s{r- M) rA 

G — — 7; 7; h 



r2 + a2 (r2 + a^f 

O problema das perturbagoes em torno da solugao de Kerr se reduz, da mesma forma que 
no caso sem rotagao, a um problema de penetragao de uma barreira de potencial. 
O comportamento assintotico do potencial ()2.87j) leva ao comportamento 

x(r^+oo) ~ r^^e^^-* . (2.88) 



Para R teremos 



g»<^r. 



R{r ^ r+) ~ <( } , (2.89) 



j,_(2s+l) 



R{r ^ +00) ~ <^ '"'^' } , (2.90) 



sendo u definido como lD = u — Mfln, com fin representando a velocidade angular do 
buraco negro. 

Nesta segao apresentamos as princiapis ideias sobre perturbagSes em buracos negros 
em especial para os buracos negros de Schwarzschild e Kerr. Na proxima segao definiremos 
modos quase-normais de um buraco negro, e o detalhamento da evolugao de campos na 
metrica de Kerr. 

2.8 Modos Quasi-Normais(MQN) 

Segundo Cliandrasekhar [3], a descrigao da evolugao de uma pequena perturbagao inicial 
de um buraco negro pode, em principio, ser determinada pela expressao dessa perturbagao 
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em termos de uina superposigao de modos normals de vibragao. No estagio final, entre- 
tanto, espera-se que esta perturbagao inicial decaia de maneira que expresse as principals 
caracterisiticas do buraco negro perturbado, independentemente da natureza da pertur- 
bagao inicial. Espera-se, entao, que os estagios finais da perturbagao, o buraco negro 
oscile com frequencias e taxas de amortecimento caracteristicas unicamente dele proprlo 
P^ . Disto, definimos MQN como solugSes das equagSes de perturbagao cujas frequencias 
sejam complexas, que descrevam ondas que apenas imergem no liorizonte de eventos e 
ondas puramente emergindo no infinito. 

As condigoes de contorno para que se obtenlia os MQN sao 

^(r, -^ ±00) ~ e^*^"* , (2.91) 

cujas frequencias sao mimeros complexos 

u = Re{uj) + Im{uj). (2.92) 

A questao da estabilidade das solugoes tipo buraco negro define o sinal da parte 
imaginaria das frequencias ()2.92|) . A perturbagao inicial deve cair de maneira amorte- 
cida, dada a definigao de MQN, com o tempo, isto e, quando t -^ 00 devemos ter 
^-luit _ ^-tRe{uj)t^im{uj)t _^ g^ ^^g gg^,^ possivel apcuas sc Im{u) < 0. 

Os modos ou frequencias quasi-normais, sao as frequencias u determinadas pelas 
solugoes de uma equagao do tipo ()2.63|)()2.85|) juntamente com as condigoes de contorno 
1)2.911) . Devemos considerar apenas ondas puramente emergentes no infinito e puramente 
imergentes no liorizonte de eventos, em metricas que sejam assintoticamente planas ou 
assintoticamente de-Sitter, uma vez que e esta estrutura assintotica que determina estas 
condigoes. Segundo ^\, devido a semelhanga entre MQN e ressonancias de espalhamento, 
estes modos podem ser identificados como polos de uma apropriada fungao de Green. 

Dada uma equagao de onda do tipo ()2.63|) com potenciais V > 0, podemos usar 
a trasformagao de Laplace para representar as solugoes que tenham frequencias quasi- 
normais [IHj. A trasformagao de Laplace ^{s,r^:), com s > e real, da solugao \l/(t, n) e 
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dada pelo operador 

/■oo 

C[<ilit,n),s] = ^is,n)= e-^*^(t,n) , (2.93) 

Jo 

aplicando este operador em ()2.63|) obtemos a seguinte equagao diferencial ordinaria 

s2^_r + V^ = s^(0,r,) + ^^(0,r,) . (2.94) 

A parte inomogenea dessa equagao e determinada pelas condigoes de contorno, denotare- 
mos esta parte por 

h{s, n) = s^{0, r,) + —^(0, r,) . (2.95) 

Podemos apresentar a solugao formal da equagao ()2.94j) atraves do metodo das fungoes 
de Green ^21; que consiste em representar a solugao ^ em termos da fungao de Green 
G{r^,r^] s) e do termo inomogeneo ()2.95|) . tal como 

^= fG{n,rl;s)his,rl)drl . (2.96) 

Todas fungoes de Green podem ser construidas a partir de duas solugoes linearmente in- 
dependentes da equagao ()2.94|) quando ()2.95|) for zero. Sejam essas duas solugoes /_(s, r^) 
e /+(s, r=i,), entao a fungao de Green correspondente sera 

G{r,,r,;s) = ——{ } , (2.97) 

^(^) [ /_(s,r.)/+(.,r:) r:>n J 

sendo W{s) o wronskiano, que nesse caso e dado por 

W{s) = f.is,n)—U{s,n)-Uis,n)—f.{s,r,) . (2.98) 

O comportamento assintotico dos potenciais V{r^) sao utilizados na selegao das fungoes 
f^is,r^), /+(s,rj. 

Da representagao em termos das fungSes de Green da transformada de Laplace de 
\E'(t,r=i<), podemos obter, usando a formula de inversao complexa de Bromwich, formal- 
mente \l/(t,r^,) como 

^(t,r,) = -^ /^(t,r,)e^*rfs . (2.99) 

2m J 
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Tomamos a continuacao analitica dessa integral em s, cuja integragao e feita ao longo da 
reta s = j do piano complexo. O niimero j e real e escolhido de modo que a reta s = j 
fique a direita de todas singularidades de ^{t,r^), e completada com um semi-circulo C 
de raio R. Usando o teorema dos residuos neste contorno, temos que 

j}^>{t,r^)e'^ds = 2'Ki^Res{si) = -^QN , (2.100) 

sendo Res{si) o residuo correspondente ao polo Sj. Temos aisnda que 

f(t,r,)e^*t/s = ^ + ^c + ^t , (2.101) 

ou seja, de maneira geral a onda pode ser escrita como a soma de tres termos 

^ = ^q;V + ^C + ^cont , (2.102) 

sendo o primeiro termo a contribuigao quasi- normal da represent agao da onda. Por 
()2.100|) . vemos que esta contribuigao provem dos polos na fungao ^, que sao origina- 
dos pelos zeros do Wronskiano. Alem disso, temos o termo "^cont referente a integragao 
pelo contorno usado para escapar da singularidade de ramificagao, e o termo "^c oriundo 
da integragao pelo arco C. 

A condigao para que o Wrosnkiano se anule e que as fungoes /-(s, r^,) e /+(s, r^,) sejam 
linearmente dependentes, isto e, 

U{s,r,) = q{s,)f.{s,r,) , (2.103) 

sendo g(sj) uma constante que depende do modo quasi-normal. 

Na segao anterior mencionamos que quaisquer duas das classes de solugoes in, out, 
up, down, podem ser escolhidas como solugoes basicas de um problema envolvendo per- 
turbagSes no buraco negro de Schwarzschild. Para a caracterizagao de MQN, os modos 
in ()2.74|) e modos up fj2.77|) sao os tipos adequados. O Wronskiano construido a partir 
desses modos e 

W^K.p] = ^T{n)-^n'{r.) - ^Tir*)^^tir*) = 2zu;AUoo) = 2iujBU^). (2.104) 
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Para grandes valores de r o potencial ()2.72j) decai fracamente. Como consequencia, 
o decaimeto de uma perturbacao inicial nao tera o comportamento de uma expone- 
cial decrescente. No decaimento de um campo escalar massivo no espago-tempo de 
Schwarzschild, observa-se que para grandes valores de r, o campo decai como uma lei 
de potencia do tipo [12], 



*(r,t)~t-(2^+^+^) 



^2.105) 



sendo P = 1, se o campo for estatico inicialmente e P = 2 se nao. A figura ()2.7p mostra 
a evolugao temporal de uma perturbagao inicial em um buraco negro de Schwarzschild. 




Figura 2.7: Perfil da evolugao temporal de uma perturbagao inicial da metrica de 
Schwarzschild em escala loagritmica no quadro maior e linear no menor. 



Uma das primeiras tecnicas para a resolugao do problema de encontrar os MQN, e 
o metodo WKB proposto por Schutz e Will [20] • Este metodo e baseado no procedi- 
mento padrao WKB usado para o estudo de espalhamentos em potenciais barreira. Eles 
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mostraram que as frequencias complexas podem ser estimadas a partir da relagao 



[MUn] 



VAr 



z n H — 
2 






1/2 



(2.106) 



sendo Vmax o inaximo da barreira de potencial. O modo quasi-normal fundamental n = 0, 
L = 1 e Mlo ^ (0.37 — 0.09). Se considerarmos um buraco negro esfericamente simetrico, 
cuja massa seja M = IOMq, este modo fundamental corresponde a uma frequencia de 
1.2kHz, com um tempo de amortecimento de 0.55ms. Na tabela 1)2.111 tem-se as primeiras 
quatro frequencias quasi-normais. Observamos nesta tabela que aparte imaginaria das 



n 


L=2 


L=3 


L=4 





0.37367 - 0.8896i 


0.59944 -0.09270i 


0.80918 - 0.9416i 


1 


0.34671 - 0.27391i 


0.58264 -0.28130i 


0.79663 - 0.28443i 


2 


0.30105 - 0.47828i 


0.55168 - 0.47909i 


0.77271 - 0.47991i 


3 


0.25150 - 0.70514i 


0.51196 - 0.69034i 


0.73984 - 0.68392i 



Tabela 2.1: Primeiras frequencias quasi-nomais do buraco negro de Schwarzschild. 



frequencias aumenta muito rapidamente, o que indica que modos com n grande nao con- 
tribuem de maneira significante para o sinal gravitacional. A parte real se torna constante 
para modos cada vez maiores. O perfil assintotico das frequencias quasi-normais foi obtido 
por NoUert J2l] dado pela expressao 



Mu„ ^ 0.0437 
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V2^ 



— I 



-ai^n+1] 
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V2n+1 



(2.107) 



com 7i assumindo os valores 0.343, 0.7545 e 2.81, para L = 2, 3 e 6, respectivamente, em 
que n ^ +00. Para grande valores de L, a distribuigao das frequencias quasi-normais e 
dada por |221 



3\/3M, 



UJ„ 



L 



1 



t \ n + 



(2.108) 



2 V 2^ 

No caso de buracos negros em rotagao, para cada valor de multipolo L existem 2L + 1 
modos distintos, que se aproximam dos valores obtidos para a metrica de Schwarzschild 
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quando a ^ 0. Estes modos correspondein a diferentes valores de m, onde —L < m < L. 
O trabalho pioneiro no calculo dessas frequencias para o caso com rotagao e o de Detweiler 
|23] . Um dos seus principals resultados e que para a ^ M e L = m, a. parte imaginaria dos 
MQN fica praticamente constante e a parte real cresce monotonicamente. Para L = —m a 
parte imaginaria tende a zero e a parte real para —m/2. Isto sugere que um grande numero 
de modos quasi-normais possuem um amortecimento que aumenta vagarosamente quando 
a — »■ M. Segundo [21], estes modos devem coalecer num linico modo sem amortecimento 
para a = M. Quando parametro de rotagao e igual a massa temos o buraco negro de Kerr 
extremo, e e possivel mostrar que existe uma sequencia infinita de frequencias resonantes 
com mesmo limite, neste caso. 

2.9 O espalhamento super-radiant e 

Seja o espalhamento de uma onda numa barreira de potencial gerada por um buraco negro, 
em geral espera-se que parte da onda incidente penetre na barreira de potencial e seja 
absorvida pelo buraco negro e outra seja espalhada para o infinito. Como consequencia, 
teremos a amplitude da onda espalhada menor ou igual que a amplitude da onda incidente. 
Considerando o caso de buracos negros em rotagao isto nao e necessariamente verdade. 
Uma onda incidente num buraco negro de Kerr pode ter sua amplitude amplificada num 
experimento de espalhameto no potencial desse buraco negro J2S1 [SEj- Esta energia 
adicional, que aparece na amplitude espalhada no infintito e devido a absorgao da energia 
de rotagao do buraco negro. 

Consideremos entao, o espalhamento de um campo escalar pelo potencial ()2.87j) . O 
comportamento assintotico para tal campo, neste caso, e dado por 

X*"(r, ^+oo) ~ A^^te'-'-* + A,^e-'^'* . (2.109) 

Usando o complexo conjugado de x*", que chamaremos de x""*, podemos calcular o Wrons- 
kiano, sendo x*" e x""* as solugoes escolhidas para ()2.8fjj) . Entao, usando a condigao de 
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que o Wronskiano seja constante, temos que 

1 \ \T\^ = 1 - \R\^ , (2.110) 

OS coeficientes de trasmissao T e reflexao R serao discutido mais adiante no capitulo 
4, onde estudaremos este fenomeno para o caso em que tenhamos uma dimensao extra. 
Desta equagao fica claro que teremos o fenomeno de amplificagao da onda espalhada(super- 
radiancia R > 1) quando 

Tfld 

"<'""« = 21?;: ■ "■"'' 

apenas para valores positivo de m. 

Podemos observar esta extracao de energia do buraco negro atraves das condigoes de 
contorno ()2.89|) . Se u se torna negativo, a solugao com o termo e~*^^* sera vista por um 
observador no infinito como uma onda emergente do horizonte de eventos. De acordo com 
|25] . o maximo de amplificagao da onda incidente e de 0.3% para uma onda escalar, 4.4% 
para o campo eletromagnetico e 138% para ondas gravitacionais. Voltaremos ao assunto 
sobre a super-radiancia no capitulo 4. 



Capitulo 3 



Sera o nosso Universo uma brana? 



3.1 Motivacoes para os modelos de mundo brana 

A teoria de supercordas apresenta-se ate o momento com grandes possibilidades de realizar 
a unificagao das quatro interagSes fundamentais numa linica descrigao coerente. Uma de 
suas caracteristicas mais surpreendentes e a necessidade do aparecimento de dimensoes 
espaciais extras alem das tres usuais. Esta ideia ja havia sido utilizada na decada de 1920 
por Kaluza e Klein, no contexto da unificagao da gravitagao, cuja descrigao e dada pela 
Relatividade Geral, com Eletromagnetismo de Maxwell numa linica teoria atraves do uso 
de uma dimensao espacial extra compactificada. 

Existem verdadeiramente, cinco teorias de supercordas livres de anomalias: tipo I, 
tipo IIA, tipo JIB, SO(32) e heterotica E^ x E^. O fato e que todas elas para serem 
quanticamente consistentes, necessitam em geral dez dimensoes espaciais. E nesse con- 
texto que Horava e Witten conjecturaram, usando o fato das dualidades entre as diferentes 
teorias de supercordas, que as cinco teorias livres de anomalias mais a supergravidade em 
onze dimensoes sao de fato diferentes aspectos de uma linica teoria, denominada teoria 
M |2H1- Esta teoria seria verdadeiramente a prescrigao linica para todas as interagaoes 
fundamentais. E nesse contexto que surgem os modelos que pretendem encontrar algumas 
propriedades nao perturbativas da conjectura de Horava- Witten, tais como os modelos de 



63 



CAPITULO 3. SERA O NOSSO UNIVERSO UMA BRAN A? 64 

mundo brana. 

Nessa busca por uma descricao nao perturbativa da teoria M descobriu-se que outros 
objetos de diinensao maior que a das cordas, que aparecem devido as condigSes de con- 
torno das equagoes de movimento na folha mundo, chamados de p— branas, no qual p se 
refere a dimensionalidade da brana, realizam papel fundamental na teoria. Considerando 
o regime de baixo acoplamento na interagao entre cordas, as p— branas nao aparecem na 
teoria perturbativa, sendo, portanto, um aspecto exato da descrigao. De particular im- 
portancia dentre as p— branas, estao as Z^— branas, que sao as estruturas onde as cordas 
abertas se prendem. Falando de maneira simples, cordas abertas, que descrevem o setor 
nao gravitacional da teoria, tem suas pontas presas nas branas, enquanto que as cordas 
fechadas, que descrevem o setor gravitacional, podem mover-se livremente em todas di- 
mensoes. A esse conjunto de dimensoes a que as cordas fechadas tem acesso chamamos de 
bulk. Classicamente, este cenario e realizado atraves da localizagao da materia e campos 
radiativos na brana, enquanto as ondas gravitacionais podem se propagar em todo bulk. 

Na conjectura de Horava-Witten, os campos de calibre do modelo padrao sao confi- 
nados em duas (1 + 9)— branas localizadas nos pontos fixos de um orbifold Si/Z2.^ As 
6 dimensoes extras nas branas sao compactificadas num raio muito pequeno, proximo da 
escala de Planck, para que este cenario esteja em acordo com os experimentos. 

Podemos tomar esta descrigao de Horava-Witten como uma teoria efetiva em 5 di- 
mensoes, onde consideramos os campos de calibre definidos apenas nas (3 + 1)— branas, ou 
simplesmente 3— branas, localizadas nos pontos fixos de um orbifold num bulk 5— dimensional. 
Esta dimensao espacial adicional pode ser maior que a escala de Planck, o que torna o es- 
tudo desses modelos bastante atraente, pois se espera na proxima geragao de aceleradores 
de particulas tal como o LHC (Large Hadron Collider)., cliegar ate a faixa de energia onde 
se podem encontrar indicios de dimensSes espaciais extras previstas por estes modelos de 
mundo brana. 



^Espago obtido pela idcntificagao x —> —x com pontos fixos, isto e, tal como na reta real o niimero 
zero e identificado com ele mesmo portanto e mn ponto fixo do orbifold. 
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Considerar a descrigao de Horava-Witten, com uma teoria efetiva em 5— dimensoes e o 
ponto de partida para o modelo de Randall-Sundrum de duas 3— branas definidas num bulk 
5— dimensional [20] (RSI). Quando fazemos o raio do orbifold tender ao infinito, obtemos 
o modelo de Randall-Sundrum com uma linica 3— brana num bulk 5— dimensional (RS2), 
cuja dimensao extra e infinita. Mas estas nao sao as linicas tentivas de aplicar as ideias 
advindas da conjectura da teoria M. Antes da tentativa de Randall-Sundrum, Arkani- 
Hamed-Dimopoulos-Dvali (ADD) [^2] tiveram a ideia de diminuir a escala de Planck 
Mp = M4 atraves do volume da dimensao espacial extra compacta, considerando que a 
gravidade se "espalhe" por este volume. Entao a escala da Planck em quatro dimensoes 
nao seria verdadeiramente a escala fundamental, mas apenas uma escala efetiva. 

Para compreender as ideias do modelo ADD consideremos a agao gravitacional de 
Einstein- Hilbert em (4 + (i)-dimens6es 



^a = ,a n I d^^d^V^/^a^d [R^+d - ^K^+d] , (3.1) 

lb7rG4+d J 

na qual 6^4+^ e a constante da gravitagao universal, (74+^ o determinante da metrica, A4_|_rf 
a constante cosmologica e Ri+d o escalar de Ricci, todas quantidades escritas em (4 + d) 
dimensoes. E o sistema de coordenadas que cobre esta variedade (4 + d)— dimensional 
e X^ = {x^ , . . , y'^) , sendo as letras gregas os indices 4— dimensionais tais como /i e as 
letras latinas miniinsculas representam o sistema de coordenadas das dimensoes extras 
como d e a.s latinas maiiisculas representam indices que percorrem todas as dimensSes, 
tal convengao devera ser usada ao longo de todo este texto, alem do sistema de unidade 
geometrico no qual c = h = 1. 

Aplicando o principio de minima agao em (j3.1|l . obtemos as equagoes de campo de 
Einstein, 

^A+d _ -nA+di+d -'-„4+dp4+d_ a ^4+d , ^2 rpA+d /o r,\ 

^AB — ^ABiJAB 2^^^ ~ ^^'^+dyAB 'T~ '^i+d-'- AB ; l"5-^J 

sendo T^jj o tensor energia momento, e k1_^_^ a constante de acoplamento da interagao 
gravitacional, cuja relagao com a constante da gravitagao universal e a massa de Planck 
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M^^^ em 4 + d dimensoes e 

«4+d = 87rG4+d = — ^ . (3.3) 

^'^4+d 

No limite de cainpo fraco a equacao (j3.2j) se reduz a equagao de Poisson (4+(i)— dimensional, 
cuja solugao e o potencial gravitacional 



^4+d 



^4+. = -^ , (3.4) 



r 



l+d 



sendo r a coordenada radial em (1 + d) dimensoes. Nesta expressao fica claro que se nao 
tivermos nenhuma dimensao espacial extra obteremos o potencial gravitacional usual, 
mas do contrario a lei da gravitacao universal deve levar corregoes. Podemos entender 
isso da seguinte forma: se a escala de comprimento das dimensoes extras for L, entao 
para distancias onde r < L, isto e para distancias onde possamos medir estas dimensoes 
extras, o potencial gravitacional deve ser corrigido e assumir a forma V = r^i'^+'^)^ mas 
se observarmos a regiao onde r » L, entao estas dimensoes adicionais nao poderao 
contribuir para o potencial gravitacional, logo para este caso o potencial gravitacional e 
simplesmente V = r~^. 

Uma outra possibilidade e considerarmos r = L nas d dimensoes extras, assim modi- 
ficando o potencial gravitacional para 

V - <^^'' - 8" (35) 

ou seja 

M^ = Ml+;^L'' , (3.6) 

a escala de Planck 4— dimensional se torna uma constante de acoplamento efetiva, descre- 
vendo a gravidade apenas em regioes muito maiores que a escala das dimensoes extras. 

Este tipo de hipotese de um universo com dimensoes espaciais extras seria impossi- 
bilitado de se medir dentro da precisao atual dos experimentos, mas pode sugerir uma 
solugao para o problema da hierarquia, que se refere a grande diferenga entre a escala 
de acoplamento da forga eletrofraca Me^, e a escala de acoplamento da gravitagao M4, 
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ja que se usarmos M^+d como constante de acoplamento fundamental, e fazendo-a da 
ordem da escala eletrofraca lO^GeV e M4 = lO^^GeV podemos inferir sobre a escala de 
comprimento L'^ das dimensoes extras 



M '^ 



lO^iTeV)-^ , (3.7) 



mas como 1cm = 10^'^{TeV) ^ , entao 
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L = 10^-^^cm . (3.8) 

Nesta expressao se tivermos d = 1, implica na violagao da gravitacao de Newton em 
distancias da ordem do Sitema Solar, mas se considerarmos duas dimensoes espaciais 
extras, 

L = IQ-^mm. (3.9) 

Os experimentos atuais que procuram desvios na lei da gravitagao universal em escalas 
submilimetricas, permitem violacoes na regiao abaixo de ()3.9|) . Entao se considerarmos 
a escala de Planck como uma constante de acoplamento efetiva obteremos uma solugao 
para o problema da hierarquia. 

No modelo ADD, como visto pela expressao ()3.8|) . devemos ter mais que uma dimensao 
espacial extra para que tenhamos compatibilidade entre a teoria e os experimentos, alem 
disso estas dimensoes extras sao planas. Ao contrario, nos modelos de Randall- Sundrum , 
as dimensSes extras sao curvadas ou warped com o bulk sendo uma porcao de um espago- 
tempo anti-De Sitter 5— dimensional(74(iS'5). Como na conjectura de Horava-Witten, as 
branas de Randall-Sundrum possuem simetria Z2 (simetria de espellio), e possuem um 
termo escalar chamado de tensao que desempenha o papel de conter a influencia da 
constante cosmologica negativa do bulk na brana. Nos modelos RS, as tres dimensSes 
espaciais constatadas experimentalmente sao protegidas das dimensoes extras no regime 
baixas de energias, nao pelo fato destas serem compactificadas, mas sim por estas serem 
curvadas, ou seja em RS podemos ter dimensoes extras grandes. 
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Os modelos RS sao modelos fenomenologicos que refletem no minimo algumas carac- 
teristicas possiVeis da conjectura da teoria M. No modelo RS com duas branas (RS2) e 
possivel o desenvolvimento de ideias acerca do principio holografico, que aparecein na con- 
jectura da teoria M. Falando de maneira nao formal, a holografia sugere que a dinamica 
da gravitagao num espago-tempo de d— dimensoes pode ser determinado pelo conheci- 
mento dos campos definidos na fronteira d — 1 deste espago-tempo. A correspondencia 
ADS/CFT e um exemplo da holografia, no qual temos a dinamica classica da gravitagao 
em um espago-tempo AdS^ equivalente a dinamica quantica da teoria de campos conforme 
na fronteira d — 1. O modelo RS2 com um bulk AdS^ satisfaz esta correspondencia no 
regime perturbativo de baixa ordem [HH] . 

3.2 Solucao de Randall- Sundrum 

O primeiro modelo RS [20] foi proposto com o intuito de resolver o problema da hierarquia 
entre as constantes de acoplamento da interagao eletrofraca e da gravitacional por meio de 
uma linica dimensao espacial extra compacta entre duas branas, cuja localizagao destas 
se da nos pontos fixos do orbifold Si/Z2. 

Fagamos agora neste modelo de duas branas (RS2) a dimensao extra compacta com 
dominio —ttTc < y < nrc, sendo Vc o raio de compactificagao. A nossa brana (nosso 
universo) esta localizada em y = irvc a segunda brana, a qual nao temos acesso, em y = 0. 

Consideraremos as letras gregas representando os indices das quantidades 4— dimensionais 
(/i, i^ = 0...3) e as letras latinas maiiisculas os indices 5— dimensionais (M, A^ = 0...4). 
Dadas estas condigoes sup6e-se a seguinte agao para este modelo, no qual o bulk nao 
possui materia, 

S = fd^xfdyy^^,[-2A + R,]Ml + 

I d^x^-gr [L,is - A„,] + f d^x^-gf^ [L^sc - Ae.J , (3.10) 

na qual as quantidades 5— dimensionais sao a constante cosmologica A, a escala de Planck 
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fundamental, o escalar de Ricci R^, o determinate da metrica g^, e as quantidades 
4— dimensionais A^,js, Agsc? as tensoes na brana visivel e escondida respectivamente. Alem 
disso, Lms e Lesc representam a lagrangiana da materia presente em cada brana. 

As branas sao hipersuperficies singulares segundo o formalismo de Israel jHEl • Do ponto 
de vista 5— dimensional, as lagrangeanas da materia confinada em cada brana podem ser 
expressas com fungoes delta de Dirac. Logo podemos escrever 



^vif> '^ 



VIS ''^VIS 



-'-'esc ^esc 



-gt'KnsS{y - tt) 



V-aT^^escSiy) 



(3.11) 



Desta forma, variando a acao ()3.10p obteremos 



6S 



d^xdy6{V^,)[-2A + R,]Mi + y^^.M^lSiR^)] 
d'^x 



5{^^^')Xesc5{y) + d''x[5{J-gr)Kns5{y-Trr,)] , (3.12) 



onde 



^V^ 



h-9T 



6R 



I MN s: 



9T9ZsK' 

cy V •^^ ^esc~^pM 



liv 



-9T9Zc^9^ 



-R'^'^dg 



MN 



(3.13) 



Na ultima identidade usamos a equacao de Palatini para anular 6Rmn- Substituindo 
^J^ em (jTT^ . obtemos 

1 



5S = d^xdy 
+ i d^x 



-V^,g''''5gMNMl[R, - 2 A] + ./:^,mI[-R'''' 5g 



MN\ 



9^9':■sK:^v^s5{y - vrr,)] 



-9r9'e:M::>^escKy) 



(3.14) 



Usando a seguinte relagao entre a metrica 5— dimensional e a metrica induzida em 
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cada brana, 

Sg;': = SqmnS'^'S^ , (3.15) 

e aplicando o principio de miniina acao 5S = 0, obtenios as equagoes de campo 

1 



V^ 



rMN _ IgMNj^ 

2 



2M| 



^^■^5 L 

1 



2M| 



^F9r9i^:X's!:fx,,J{y) . (3.16) 



O Ansatz de Randall e Sundrum para resolver estas equagoes de campo e um elemento 
de linha nao fatoravel 5— dimensional, onde e introduzindo o chamado fator de warp que 
multiplica o termo 4— dimensional, 

ds^ = e^'^^y^^^dx^'dx" + dy^ , (3.17) 

no qual r]^,^ e a metrica de Minkowski em 4 dimensoes, note que tomamos o raio de 
compactificagao Tc igual a 1. Entao segundo esta proposta podemos calcular as equagoes 
de campo e encontrar as propriedades da fungao o"(y). 

As linicas componentes nao nulas da conexao para a metrica ()3.17p . com i, j = 1, 2, 3 
(neste caso indices repetidos nao devem ser somados), sao 

pO _ pO _ pO _ pj — p« — (^^ 

r?lo = -rr. = e-(^)^ . (3.18) 

Usando estes resultados, e possivel encontrar as componentes nao nulas do tensor de Ricci, 

d ■ 

^yy = ~'qZ V^yO + '^^yi) ~ K^Oy^Oy + '^^yi^yi) (3.19) 

«.. - |r» + 2rr.r; ^ -e-<,. (il,,,) h. 4 (i-.(,))^) , (3.20) 
fi„„ - Ir^ + 2r.„r; ^ eM.) (.^ , 4 (A.,,))'^) . (3.21) 
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O escalar de curvatura 5— dimensional sera 

^ = -8^^^^) - 20 (^^(^)) • (3.22) 

Substituindo os resultados ()3.19IIH.2^ nas equagSes de campo (jH.lfij) . obtemos duas 
equagoes independentes, sendo Gmn o tensor de Einstein 5— dimensional, 

d ^' 



Goo — —Gi 
1 



Gyy = -Agyy ^ 6 l—a{y) \ =-A , (3.23) 

(2M|A + 6iy - 7r)A,i, + 6iy)X,sc) ■ (3.24) 



2Mi 



'5 

A equagao ()3.23j) pode ser integrada diretamente. Considerando a simetria de orbifold, 
temos 

^^a(y)^fi^a(y) = ±ufl . (3,25) 

Substituindo o result ado de ()3.23j) em ()3.24|1 . 

dy^""^^' 6M5 

Derivando a equagao ()3.25p duas vezes 



2^(2/) = -77T3 [Xis<5(2/-7r) + Ae,c'5(2/)] . (3.26) 



£^a{y) = ±2 1%) - % - ^)1 y~| . (3.27) 

Comparando ()3.27|) com ()3.26|) . chegamos a conclusao que a proposta de Randall- 
Sundrum sera solugao das equagSes de campo se tivermos 



-Kis = \esc = ±l2Ml\l-^ , (3.28) 



definindo, 



« = i = ff , (3.29) 



onde / e a escala de curvatura do bulk. Portanto temos, para ()3.28j) 

-Xvis = Xesc = ±l2MlK . (3.30) 
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Note que e imprescindivel que o bulk seja AdS para que haja um fine tuning entre os 
termos de tensao das branas e a constante cosmologica no bulk. Entao a solugao de 
Randall- Sundrum sera 

ds^ = e^^^\y\7]^,dx^'dx'' + dy"" . (3.31) 

3.3 Geracao da hierarquia 

Apos termos certeza de que a proposta de Randall- Sundrum e uma solugao 5— dimensional 
das equagoes de Einstein no vacuo, devemos estudar como o termo exponencial gera a 
hierarquia entre a escala de Planck efetiva M4 e a escala de Planck fundamental M5. Para 
isto, consideremos flutuagoes gravitacionais sem massa em torno da solugao ()3.3H1 . 

Qfiu = Vfiu + h^u , (3.32) 

no qual gf^j, e a metrica 4— dimensional perturbada e |/i^y| << 1 representa a pequena 
perturbagao na metrica de Minkowski rj^^. 

Estamos interessados em perturbagoes de modo zero, ou seja, os gravitons fisicos 
advindos da decomposigao de Kaluza-Klein de g^i^, isto implica que o modo zero deve ser 
independente de y. Tomando apenas o termo da agao (j3.10p que representa a curvatura 

S= f d^x I dy^e^^\y\^[-g]Mle^^^\y\R , (3.33) 

na qual g e R sao quantidades escritas com ()3.32j) . Entao integrando em y temos a agao 
efetiva em 4 dimensoes, 

(3.34) 



84 = ± f d^xMl^^R- [e±2«"'^= - 1] 



disto podemos indentificar a massa de Planck efetiva M4 como 

/l/f3 

Ml = ±^ re±2«-'-= - 1] . (3.35) 

Se tomarmos o sinal negativo na equagao acima, vemos que a relagao entre as duas es- 
calas de massa depende fracamente do raio de compactificagao no limite de nvc grande, 
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possibilitando a geragao de hierarquia exponencial entre essas duas quantidades ape- 
sar do pequeno efeito da exponencial na determinagao da escala de Planck. Dado que 
9J1U = ^'"^""^"'"Qmn^u'^u ^ ^ possivel mostrar que qualquer massa mo medida por um ob- 
servador na brana visivel corresponde a uma massa fisica m = e~^'"'^^''mQ na teoria funda- 
mental em mais dimensoes apenas com uma linica dimensao extra, contrastando com o 
modelo ADD, que necessita de pelo menos duas dimensSes espaciais extras. Esse cenario 
e chamado modelo de Randall- Sundum de duas branas, onde a brana em que vivemos 
possui tensao negativa, o que leva a uma interacao gravitacional repulsiva, o que nao 
nos parece razoavel. Podemos superar esta dificuldade abandonando a dimensao extra 
compacta fazendo re —> 00 e escolhendo o sinal positivo para a tensao na brana visivel 
(jH.HOj) . Isto foi feito por Randall e Sundrum no trabalho seguinte [HI], mostrando que 
a escala de Planck continua finita apesar de nao haver nenhuma compactificagao na di- 
mensao extra. Uma consequencia disto e a existencia de um estado ligado do graviton 
sem massa 4— dimensional localizado na brana visivel, fazendo com que recobremos a lei 
da gravitacao 1/r^ observada em escalas de baixas energias. 

Vamos considerar, com o proposito de mostrar a localizagao deste modo zero na brana, 
a solugao ()3.31|1 perturbada com o sinal negativo [SZ! 

ds^ = [e-^^^'-7]^, + h^""] dx^'dx" + dy^ , (3.36) 

sendo V = fi^'^^v) e 9'"' = [e~'^''^'''Vfiu + h^% 

Calculemos entao todas quantidades necessaria para a construgao das equagoes de 
campo para a perturbagao h^,,. Os termos nao nulos da conexao sao 






-2' Ty'- 

-is"!^.,. , (3.37) 



?{4) 



e as componentes do tensor de Ricci {R\iu denota a parte puramente 4— dimensional) 



(9 
D _ d(4) _|_ _pj/ 1 pi/ pM _ r/3 yy _ -TV pM 



Kyy 



pAt _|_ p/3 pM 



(3.38) 
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Usando o calibre de Randall- Sundrum 



d 



temos explicitamente 



ua 









d 



2oy ^ ^ ay 



dy 



ay ay oy 



Tomando a derivada primeira em relagao a y 

2 . q2 



dy ^" 

dy y" 



Alem disso, com 



2k' 



d 



y\ ] e-^^\y\r],^ 



1 d' 



^2k\: 



d , , d 1 ^2 



lyfy iLiC- 



-2kU 



'dy' 



'v.a-j-^\y\ 



dy ay 2 ay' dy' 



(3.39) 



2 rf2 



dy' 



(3.40) 



p/3 pM 



■pj/ rM 

UK ^y 



An' ( — ly 
dy 

-AK'e-'-\y\^^J^\y\] +2K^KMy\ 
\dy J dy dy 



ry yy 



\dy J dy dy 

e possivel calcular explicitamente ()3.3 



"■yy 



-4k 



d , , 
dy 



' d' 



dy 



2^y\ 



(3.41) 



i?„ 



"41) + «:e-2«l^lr/.„ (^1^')' + ^^^^^'^l + ^'^'^^ (^1^')' ' ^^'^^^ 



o escalar de cur vat ur a 



R = r^'Rua = g'^R'i^l - 16«:' 



dy 



d' 



(3.43) 
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Usando as identidades 

d , , 

y\ 



dy 

d? 
dy 



2M = my) 



podeinos reescrever o tensor de Einstein como 

2% 



G.^ = G';^^ + 8K^K^ + 6K'e-'^\y\r],^- -^^K^-8KKJ{y) -6Kr],^e-^^\y\6{y) . (3.44) 



Igualando este resultado a ()3.28p na brana, temos 

1 (9^ 
^t- - 2 9^^^" " ^''^'^'^ ^ ^'''^''" " ° ' 

e no calibre de Randall-Sundrum 

1 r92 

^^ 2 dx<^dx, ^^ ■ 

Disto obtemos as equagoes de campo para as perturbagoes h^y{x^,y) 

V = ■ (3-45) 



V'-'a^e^Aw^'"'-'^'^'^ 



Para obtermos os modos de h^^^ devemos utilizar a decomposigao de Kaluza-Klein 
para estas flutuagoes 5— dimensionais, que correspondem a um mimero infinito de modos 
do campo h^y{x^) vistos por um observador confinado na brana, que correspondem aos 
modos de Fourier dos campos em 5 dimensoes h^y{x^, y). Isto so e possivel se a dimensao 
extra for periodica e compactada com raio 27rrc, o que e o caso do modelo de Randall- 
Sundrum com duas branas, mas nao do modelo com dimensao extra infinita. Para este 
ultimo em vez de uma serie de Fourier obtemos uma transformada de Fourier e em vez de 
um espectro discretizado infinito para os modos hfj_i^{x^) teremos um espectro continuo. 
As perturbagoes gravitacionais em modelos de mundo brana foram estudadas de forma 
pormenorizada em [32] • Para verificar se o modo zero das flutuagoes esta confinado 
na brana, para que a lei da gravitagao de Newton seja recobrada, fagamos a seguinte 
separagao de variaveis 

V(x^2/) = e^"^^fi^,(l/), 
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substituindo na equagao de campo ()H.45j) . obtemos 

r 92 



+ inSiy) + m^e^'^l^l - 4^^ 



dy"^ 
Para o inodo zero, isto e, para m = 0, a solugao e 



%u{y) = 0, (3.46) 



Q0^^-2K\y\^ (3.47) 

que e algo que procuravamos para conseguir o confinamente deste modo, ja que o alcance 
do graviton de modo zero, segundo esta solugao e 1/2k = //2, onde / e a escala de 
curvatura do bulk, e mede a penetragao dos gravitons na dimensao extra. Esta escala e 
tipicamente pequena, possibilitando o confinamento do modo zero. A solugao geral para 
a equagao de campo ()3.46|1 e uma combinagao linear de fungoes de Bessel do primeiro tipo 
Jn{x) de segundo tipo Yn{x), 

^^u = A^,^J2{my) + B^,^Y2{my), (3.48) 

na qual A^y e B^^ sao constantes a serem determinadas pelas condigoes de contorno. No 
modelo de Randall-Sundrum com dimesao extra infinita, as condigoes de contorno levam 
ao espectro continuo dos modos de Kaluza-Klein, enquanto no modelo de duas branas 
com dimensao extra compacta leva a discretizagao desses modos. 

Acerca das ideias dos modelos de Randall-Sundrum, podemos dizer que sempre pode- 
mos identidficar uma dessas hipersuperficies como o nosso universo e outra como uma 
contraparte escondida. No primeiro desses cenarios, a nossa brana possui tensao negativa 
e e possivel gerar completamente a hierarquia com apenas uma dimensao extra com- 
pactificada com um raio Vc < 0.1mm, enquanto que no segundo cenario fazemos a brana 
escondida tender ao infinito, possibilitando o aparecimento de uma dimensao extra infini- 
ta, que nao gera completamente a hierarquia mas apresenta o modo zero de Kaluza-Klein 
completamente localizado na brana fisica com tensao positiva. 
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3.4 Formalismo Shiromizu-Maeda-Sasaki 



Esta segao se baseia no trabalho de Shiromizu, Maeda e Sasaki [2H] acerca de uma apre- 
sentagao covariante para as quantidades fisicas descritas nos modelos de mundo brana. 
A ideia fundamental e projetar todas as quantidades geometricas 5— dimensionais em 4 
dimensoes usando a equacao de Gauss e a equagao de Codazzi. 

Primeiramente, seguindo o trabalho de W. Israel [SEj, buscaremos as relagoes de Gauss 
e Codazzi. Para isso consideremos o bulk como sendo uma variedade M com metrica qmn 

de assinatura (H ...) em D dimensoes, uma hipersuperficie V {D — 1) dimensional, 

que sera identificado como uma brana, com metrica g^j^ tambem de assinatura (h 

—...), imersa em M. 

Consideremos uma curva A G M parametrizada por t, e um campo vetorial A definido 
nessa curva, entao sua derivada absoluta nessa curva sera 

|A)"4^"'.A"r«4.- , (3,49) 

Sendo n o vetor normal a hipersuperficie V, 

n-n = £(n) , (3.50) 

onde e(n) = +1 quando n for do tipo espago (V tipo tempo) e e(n) = —1 para n do tipo 
tempo {V tipo espago). 

Utilizando a base de vetores e(Q,) do espago tangente T{V) de V podemos escrever o 
desclocamento infinitesimal em V como 

ds = e(Q,)(i^" , (3.51) 

sendo {,^"} o sistema de coordenadas da hipersuperficie. 

A derivada covariante de um campo vetorial A°' nao pertencente a T(y), intrinseca a 

V,e 

d d 

Aa;(i = e(a) " ^A = ^ " A^'^5,af3 , (3-52) 
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sendo 

d 

r5,a/3 = e(5)^e(„) . (3.53) 

Assim, a derivada covariante intrmseca e o tensor de Riemann -R^a^ associado, nao de- 
pendem do bulk onde V esta mergulhada. Estas quantidades sao invariantes frente a 
mudanga de M que preserva a metrica g^,^ de V. 

As propriedades geometricas nao intrinsecas aparecem quando perguntamos como V 
se apresenta para um observador em M. Este tipo de quantidades sao medidas atraves 
da variagao do vetor unitario ()3.50|) em relagao ao sistema de coordenadas {^°}, ou seja 
devemos calcular 

^n = i^fe(,) , (3.54) 

no qual Kajj e definido como a curvatura extrmseca de V com relagao a M. Multiplicando 
ambos lados desta equagao por e(A) 

d 

i^|e(,)e(A) = e(A) ■ ^n , (3.55) 

e usando o fato de que g^A = ^(a) ■ ^{x), temos 

d 

Kpx = e(A) ■ ^n , (3.56) 



mas 



d do 

(n ■ e(^)) = ^ e(^) ■ -— n = -n ■ 7^e(^) , (3.57) 



Kap = -n ■ ^^e(^) = -n ■ ^^e(„) = K^a ■ (3.58) 



pois n±e(/3), logo 

d _ d 

Podemos obter a equagao de Gauss- Weingarten usando este resultado. Para isso mul- 
tipliquemos toda equagao por n, e usando ()3.5()|1 

-£(n)A = nA^„^ , (3.59) 

multiplicando ambos lados por e(n) obtemos 

d 

-qF^^W = ^(n)^a/3n , (3.60) 
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usando o resultado 



d 



ae 



■e(/3) = 6(5)1^^ , 



chegamos a equagao de Gauss- Weingarten 

d 



e{n)K^^n + esT' 



(3.61) 



(3.62) 



Para encontrarmos as equagSes de Gauss e Codazzi, comegamos operando com d/d^'^ em 
(PO)^ usando (ITMIl e (jSISHl), 



d f d 



de^ \d^(^ 



i{a) 



n- 



d^ 



Kap + Ka^K^^e^s) + 6(5) ^^ 



Q^,Kp + KpKs,n + T'^pTi^es . (3.63) 



Se considerarmos o campo vetorial nao tangente A(u, v) definido em uma superficie x'^ = 
x^\u,v) G M, podemos calcular a relagao de comutagao de Ricci, que define o tensor de 



curvatura Rg^pA'^ 



d d d d 
du dv dv du 



- 


M 


Id ^^ 


A 


= 








du ' dv 



A'^ = R'Ar.A^ 



dx'^ dx^ 



«^^ du dv 



(3.64) 



que pode ser calculada usando ()3.62j) e ()3.63|) com e{n) = — 1. Assim, 



a a 



5(a) 



n ( Q^KafS - d^Ka-y + T^fjK^s - ^a-y^SlS ] + 






(3.65) 



Podemos agora representar explicitamente o tensor de curvatura extrmseco R^np em 
fungao das quantidades intrinsecas a V, entao usando ()3.64|1 . 

d d 



di^' di^ 



^M _ dM O L R 



(3.66) 



comparando este resultado com ()3.65|) chegamos a equagao de Gauss, que corresponde a 
parte nao normal 

d 



( d 

-RAfQLRe(5)e(^)e(^)e(_a) = KapKs^ - K^-yKsis + ( -^Tsafs 



di^ 



i (5q7 + J- afB^ <5A7 ^ a-y'- SXf3 



ora, o termo entre parenteses nada mais e do que o tensor de curvatura da hipersuperficie 
V, Rsa-yp, logo a equagao de Gauss pode ser escrita como 



RMQLR^[S)^l^a)^{j)e[l3) — KapKg^ — Ka^Ksp + R&a-ilB ■ 



(3.67) 
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Da parte normal, obtemos a equagao de Codazzi 

RMQLRn'^^e^^^ef^fff^) = Kar,(3 - K^p-^ . (3.68) 

A metrica q^p induzida na hipersuperficie e relacionada com a metrica qmn de M por, 

(laH = 9MNefaf{fj) " ^mUn , (3.69) 

e usando as relagoes 

podemos reescrever as equagoes de Gauss e Codazzi, respectivamente, como 

R^i. = RnpqQmQ^Q^Q? + K^Kps - KtKp, , (3.70) 

<^ - K„ = i?PQn«gr , (3.71) 

sendo K = K^ o trago da curvatura extrmseca. 

Vamos fazer um estudo das quantidades geometricas envolvidas o mais geral possivel 
sem nos atermos, por enquanto, a modelos de universo tipo brana. Nao faremos dis- 
tingao entre os indices da hipersuperficie (V,g^i,) e os do bulk {M^qab) tomando ambos 
representados por letras gregas. 

Da expressao ()3.70|) segue que 

gf; = d'i-n^'n, , (3.72) 

alem disso 

n^n^ = 1 , 
g^^n^ = , 
gf,un''n'' = l . (3.73) 
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Desta forma reescrevemos as equagoes de Gauss e Codazzi, respectivamente, como 

^'^R"^^s = ^'^KpS«Q';^5+K:^Kfss-K^-Kf,, , (3.74) 

i^;:^, - K;^ = (^)i?p.nX . (3.75) 

Precisamos das equagoes de Einstein para relacionar estas quantidades geometricas 
com as fontes de energia-momento, mas para fazer isso necessitamos do tensor de Ricci, 
que aparece quando contraimos a e 7 na equagao de Gauss usando g^ 



mas 



K = qlK^ , 

entao, usando a s identidades ()3.7()p temos 

^^^R0S = ^'''^R':;p„qlq''^{gx,-n^n,)q-pqPq'^,+KKps-KtKp^ 

= ^'^Rxup.q^'q^q^-^'^R^^p^qlq'^'nxn.qXq^ + KKps-K^Kpa , 

usando novamente ()3.70p 

= ^'^Rxupa{9^''-n^n^){S'^-nPn^)q;q^ + KKf,s-K^Kf,^ , (3.76) 

= ^''^Rxup.g^Tpq^ - ^'^Rxupag^'nPn.q^^q^ + '^'^^R^,^,n'^n^nPn,q''pq^ 
- ^''^Rxupan''n^5%ql + KKps-KtKp^ , 

finalmente, 

^^)i?;35 = '^'^R.aq^q^ - '^'^Rlp^Wn.q^q^ + KKfss - K^Kp^ . (3.77) 

Calculando o escalar de Ricci 4— dimensional '•^-'-R = q^^R^u, 

^'^Rpsq^' = ^"'^R^^q^q^qf'' -^"^Rl^Xn^q^pqU^' + q^'KKps-KfKp^qf'' , 

(^)i? = ^'^R,^q'"'-^''^R:p^nPn^q''pq^q'''-K''f'K^fs + K\ (3.78) 
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Usando ()H.77j) e ()H.78j) podemos construir o tensor de Einstein 4— dimensional '•'^^G/35 

1 



(4)G? 



I3S 






^upa'" '"7 



^s^^ps 



- Iqps P^Rreq^' - ^'^ Rloq'\n%q's - K' - K^^K^p] 



definindo 
entao 



E. 



p& 



^"'^RZ^^nPn.q^^q'^, 



(3.79) 



^'^Ru. - ^qJ'^Rre {g^' - n^n') 



q^qs - Eps 



KK^p - KtKp^ - ^q^s {K' - K^^K^p) + ^^ Rl ^e^X q^qU^' qps (^-80) 



Utilizando as relagoes ()3.73p . obtemos a seguinte relagao 

1, 



^'^^Rreguan^n'^'''''''' 



-(^)i?. 



eqpsn n 



que substituida na equacao ()3.80|) da como resultado 

^^^Gf,s = ^''^G,„q''pq''s-Eps + KKp,-KtKps-\qp5{K^-K'^^K^p) 
+ \qp& [{g^' - n^n') ^''^R^rpen^nP + Rren^n'] . 

Se usarmos a simetria do tensor de Riemman 

Rxrpe = Rxrdp = ReprX = RdpXr 

g^Pn^n'^'^^R^rpe = g^'n^nP^^'^R^^pg , 



entao 



^^^Rxrpen^n^n^n" = , 
Estas relagoes nos permitem escrever o tensor de Einstein como 



(4)^ 



135 



^''^G^^qWs - Eps + KKfss - KtKp^ 



-qps {K^ - K'^^K^p) + qo.p^'''^Rren^n' 



(3.81) 

(3.82) 
(3.83) 
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com 

Eps = ^'^R:,Xn,q;q! ■ (3.84) 

Esta ultima expressao pode ser escrita em funcao do tensor de Weyl 5— dimensional se 
usarmos a decomposigao do tensor de Riemann no tensor de Ricci, escalar de Ricci e 
tensor de Weyl, tal como em P 

J^'yuprj "pj ^ y9'yp ^ua 9'ycF J^up Q^p ^"ja ~r Qua ^ip\ 

[Q-ypdva 9^u9up\ ~r tv^ 



D-2 

( f) _ 1\( r) _ n\ [9-fp9va 9^a9up\ + '^-fupa- i 



no qual Deo mimero total de dimensoes, em nosso caso consideraremos D = 5. Deste 
modo podemos reescrever (|3.84|l . 

Efss = ^ [9j'^Rua - 9jJ'^Rup - 9up^'^Rja + 9uJ'^ R^p] n^n^q^^q^ 

- Y^ [9-,p9ua - 9ja9iyp] ^^^Rn^n^q^^q"^ + ^^'^C.iyp^nf'n' q^ql , 
= i p)/2..g^gj + 9u.n''n^qlql^''^R,^ 

- ^9.<rq''^q^^'^R+^'^a,,p.nPn^q;qs ■ 
Consideremos agora a equagao de Einstein 5— dimensional 

^'^Rap-l9at3^''^R = 4TaP , (3.85) 

de onde segue o escalar de Ricci a partir da contracao dos indices a e (3 

(^)r = -^^It: . (3.86) 



Assim sendo, obtemos 



Definindo 



fi:2 



^''^Rua = ^ [3r,. - 4g..T:] . (3.87) 



Eps = '^''^C^up.nPn^q;qs ■ (3.88) 

Substituindo os resultados ()3.86|) - ()3.88|) na expressao para Ejss chegamos a 



Ess = ^'^C..o.nPn^q''M^ + Yn.q;qs 



'^5 „ rpa , '^S / 



- -^qf,sT: + ^T,yn^qps ■ (3.89) 
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Depois disto, a equagao de Einstein ()H.8()j) pode ser escrita como 



(5)^ _ ^^2 



2 

-/ 

3 



n^Q'.q^ + ( T^pU^n^ - \t: 



+ KKps-KtKp^-]^qps{K^-K''^K^p)-Eps • (3.90) 

Este e um dos resultados que procuravamos, o outro vem da equagao de Codazzi (J3.71J] 

mas como gypn^q^^ = , teremos 

D^K^-D^K = KmXqP^ . (3.91) 

Os resultados ()3.90|) e ()3.9H) foram obtidos de forma geral, levando em conta apenas 
as equagoes de Gauss, Codazzi e Einstein. Para usarmos estas relagSes obtidas no estudo 
de modelos de mundo brana devemos escrever o tensor energia momento 5— dimensional 
na forma 

T^y = -A^g^y + 5{y) [t^^ - Xq^y] . (3.92) 

O primeiro termo e a contribuigao ao tensor energia-momento da constante cosmologica 
do bulk, o segundo termo e todo confinado na brana, formado pela energia de vacuo ou 
tensao da brana A e pelo tensor energia momento r^y da materia e campos confinados. 
Esta contribugao da brana pode ser totalmente determinada se soubermos quais sao os 
campos e particulas presentes na brana. Disto temos que r^yU^ = 0, pois nao pode haver 
fluxo na diregao y de particulas e campos que sao confinados. 

Ha uma forma muito litil de relacionar a curvatura extrinseca Kfj_y ao tensor energia- 
momento da brana. Tal forma foi obtida por W. Israel jHEj e e conhecida como condigoes 
de jungao de Israel. Derivaremos a seguir tais vinculos. 

Seja entao uma hipersuperficie (V, q^y) que divide a variedade (M, g^y) em dois subes- 
pagos com extremidades M+ e M~ . Suponhamos que V seja uma camada superficial. 
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entao a curvatura extrinseca inedida em uma das extreinidades deve ser diferente da 
medida no outro, isto e, 

K^-K-. = l,u , (3.93) 

sendo em geral --y^u e um tensor nao nulo, que segundo a ideia de Israel e devido a existencia 
de uma distribuigao de energia finita sobre a hipersuperficie V . Esta descontinuidade 
na curvatura extrinseca pode entao em principio ser expressa em fungao deste tensor 
energia momento definido em {V, q^v)- Usaremos o chamado sistema de coordenas normals 
definldas pelo conjunto x^ = {x°, y}, onde y representa a dlstancla geodeslca de um ponto 
em V ate um ponto em M. Seja entao uma quantldade finita y = e que e e locallzacao 
da extremldade V~ e V~^ locallzada em y = 0. Com Isso o vetor normal a V pode ser 
expresso por 



± ^1 

dy 



K+ - K- = Kt = - 



d 



(3.94) 



Da equagao de Codazzl (jSIZH), temos 



tomando a componente normal desta relagao, 

d 
RyQyR^{afW) = 'qZ^^P ■ (^.95) 

Tomando o trago do tensor de Rlemann na equagao de Gauss ()3.67p temos 

RQMR(^(^a)eR = -^a/3-^M " -^/3 ^aM + -RqA//? ■ (3.96) 



Dos resultados (J3.95J) e ()H.9fij) chegamos a 



Q-^aP + KapKj^ - Kp KaM + RaMf3 = ~gZ^ 



RQR<^faffl3) = --K-Kal3 + KapK^ " Kf K^^M + ^aif/3 = "^^W + ^a/3 • (3.97) 



Mas da equagao de Einstein 



Rqr — 1^5 \ '^QR "~ ^9qrTm I ) 
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vemos que ela pode ser integrada usando ()H.97|1 no intervalo [0, e] 

•^ 



tomando o limite e ^> 



lim 



K, 



1 
3' 



Tqr - -gQRTfr I eTlAC 



A/\ Q R 



lap 



Definindo o tensor energia momento da hipersuperficie V por 

Sa(3 = lim 



e^O 



T P<3 P^ 



podemos relacionar a descontinuidade 7q,^ da curvatura extrinseca com o conteiido de 
energia da brana tal como 

1 



7a/3 = K5 



S, 



ajB 



-.QaljSp 



(3.98) 



que sao as equagoes de jungao de Israel. A prescrigao consiste em considerar o ten- 
sor metrico contmuo ao longo da brana, mas com derivadas descontinuas. Essa descon- 
tinuidade na derivada indica a existencia de uma distribugao de energia na hipersuperficie. 
Entao se integrarmos esta parte descontinua nas equagoes de Gauss e Codazzi termos ex- 
plicitamente a relagao, da mesma forma que em ()3.98|1 . que identifica a descontinuidade 
na curvatura da brana com seu conteiido de energia. 

Usando a simetria espelho Z2 podemos calcular tanto a curvatura extrinseca em V~^ 
como em V~ , portanto podemos omitir tais indices. Subtituindo as equagoes de jungao 
em (I3.9()ll com 



S. 



flU 



-H 



flU I ' flU 1 



chegamos nas equagoes para a interagao gravitacional na brana 



' fii/ 



^2 / ^2 



Kl [I 



com 



+ -^ I 3^V^ + -^q^,uT'^'^Tap - T^^T^ - -Qf^uT^ 



E,. = ^"^C^pp^n^n^q^qt 



E^ 



IIU ) 



(3.99) 
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Observemos que as equagoes de Einstein usuais sao obtidas se fizermos K5 — > mantendo 
G4 constante, e que o lado esquerdo da equagao ()3.99|) contem termos quadraticos do 
tensor energia momento dos campos e materia na brana. Estes termos sao de grande 
importancia na epoca em que o universo era jovem, onde as energias envolvidas eram da 
ordem da escala de Planck e, portanto, sens efeitos nao podem ser desprezados. Alem 
disso, temos ainda o termo E^j^^, que e a parte eletrica do tensor de Weyl. Este termo 
carrega a informacao sobre o campo gravitacional fora da brana. Pode-se mostrar que 
este termo e nulo quando o bulk e um espago-tempo puramente AdS. Em geral, para os 
outros tipos de bulk a parte eletrica do tensor de Weyl sera diferente de zero. Segundo 
jSH] , podemos relacionar tal quantidade com o conteiido de materia confinado na brana. 
Tomando a equagao de Codazzi ()3.91|1 e a expressao ()H.98j) . chegaremos a equagao de 
conseravgao para a materia na brana 

d,k;:-d^KocD,t;: = o , 

alem disso, das identidades de Bianchi, 
implicam na relagao entre E'^jy e r. 



J:,^'E = -^ 



fJ,U ^ ' fJ,U 

fA r I 



O termo E^^^, nao e possivel de ser determinado sem conhecermos em detalhes a ge- 
ometria do bulk espago-temporal, mas sua divergencia e conhecida a partir da configu- 
ragao de materia da brana. Para um observador confinado, este termo aparece como 
um efeito ndo-local ou fantasma, ja que nao pode ser determinado pelas informagoes 
puramente 4— dimensionais. Esta expressao mostra qualitativamente como as variagSes 
4— dimensionais no conteiido de materia e energia confinados podem ser fontes para os 
modos de Kaluza-Klein. 

A equagao para o campo gravitacional induzido ()3.99j) apresenta duas importantes 
modificagoes das equagoes de Einstein 4— dimensionais padrao. Estas corregoes surgem 
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a partir dos efeitos da dimensao extra. A primeira delas e o apareciinento de corregoes 
no regime de altas energias, representado pelo segundo termo do lado direito de ()3.99p 
que e proporcional a termos quadraticos no tensor energia-momento da materia e campos 
confinados. Tal termo e desprezivel se a tensao da brana ou energia de vacuo A for muito 
maior que a densidade de energia p contida na brana, mas domina o regime em que A ^ p. 
O segundo fator modificador e a projecao do tensor de Weyl na brana representado por 
Efj^iy. Este fator carrega os efeitos dos gravitons 5— dimensionais. Por construgao, E^i, nao 
tem trago e possui 9 componentes independentes que sao reduzidas a 5 devido a equagao 

dnnoi). 

3.5 Campos escalares no Bulk 

Pode-se mostrar que a solugao ()3.48|) nao se aplica apenas ao setor gravitacional. No 
trabalho ^^, os autores mostraram que se obtem a mesma equagao diferencial para o 
a parte do campo escalar que e fungao da dimensao extra. A proposta e estender a 
decomposigao de Kaluza-Klein para os campos no bulk nao gravitacionais. Consideremos 
a agao para um campo escalar no bulk, cuja dimensao extra e compactificada com os 
pontos fixos de orbifold sendo a posigao das branas , 



S=l I d'x I dyV^.g^^ 



^ ^ '^ ^ 2^2 



dx"^ dx^ 



(3.100) 



onde m e da ordem de M5. Explicit amente 
substituindo a solugao de Randall- Sundrum ()3.3H) . com 



temos 
S = - I d'^x I dyvc 



dxi^ dx^ r1 dx^ dx^ 



(3.102) 
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mas 



(9 

dy 

e~^-iy)^^^My 
ay oy 



e usando as condigoes de Israel 



d_ 

dy 



r) 
dy 



d 



$ 



g-4fT(j/)^ ^ 

dy 



d_ 
dy 



dy 
dy 



(3.103) 



\ d 1 




\ d 1 


4^ 


^ 


$ 


Lc'z/ J 


y=n 


ky J 



y=~Tv 



temos que 



-My) 



^ ^ ^ ^ 

9y 9y 



dy 



$ 



dy 



dy 



entao podeinos reescrever a agao ()3.102j) como 



1 



S = - I d^x / Tcdy 



d . d 



1 . d 



2f^(s/)„M'^ <|, (|, <|, 



Sx'^ dx^ r1 dy 



d 



e-My)_<|, 
dy 



(3.104) 
Para realizarmos a decomposigao de Kaluza-Klein escrevemos $(x^, y) como a seguinte 
soma de modos 



[X'^ 



,<Pn{y) 



(3.105) 



'rn'rm ^nm : 



e substituindo na agao (j3.104p temos considerando 4>n{y) com a normalizagao 

dye'^ 

a equagao de movimento para 0„(y) 

-My) ^ 



(3.106) 



^d_ 
r1 dy 



dy 



+ m'e~'"^y^<Pl = mle-'^^y^ct>l , 



(3.107) 



disto ()3.104j) pode ser escrita na forma 



s^E/^^ 



X 



V 



liv 



d , d 



^mT\ V^n - m. 



2 J,2 



r\ -Tin r\ 

dxn dx^ 



(3.108) 



Observamos nesta ultima expressao que da mesma forma como ocorre compactificagao de 
Kaluza-Klein, o campo escalar $(a;'^,?/) se apresenta para um observador 4— dimensional 
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conio um campo que apresenta uma parte totalmente 4— dimensional mais um termo to- 
talmente dependente da dimensao extra compactificada. A magnitude desse termo e dada 
por uma torre infinita de modos representados pelas massas m^. Este resultado esta em 
pleno acordo com o obtido por Randall-Sundrum para o setor perturbativo gravitacional. 
Fazendo a mudanga de variaveis 



m. 



Hf.'^iy) 



K 



Jn 6 (pn , 



em fl3.107|) chegamos a seguinte equagao diferencial 

d? „ d 



^n J 9 J'"' ' ^^ J Jn ~T' Jn 



z'-U 



m 



, 



(3.109) 



cuja solugao sao as fungoes de Bessel de ordem v = ^4 + m? / k^ 



<Pn{y) 



.2afe) 






B Y 



m 



I^L^My) 



K 



(3.110) 



da mesma forma que encontrada por Randall-Sundrum. Entao podemos concluir que da 
mesma forma que no setor perturbativo gravitacional, o setor perturbativo escalar gera a 
mesma equagao diferencial que governa a parte proveniente da dimensao extra compacta 
do campo escalar no bulk. Mostraremos no ultimo capitulo que a equagao ()3.109|) tambem 
e obtida no caso em que consideramos a metrica induzida na brana sendo o espago-tempo 
de Schwarzschild ou Kerr. 

3.6 E possivel modelar buracos negros no mundo brana? 

O fato de o campo gravitacional ter acesso as dimensaoes extras, traz problemas referentes 
ao confinamento da materia na brana e consequentemente ao aparecimento de condigoes 
favoraveis a formagao de objetos compactos, que eventualmente levariam a um colapso 
gravitacional e a formagao de buracos negros. Alem disso, ha o aparecimento de fenomenos 



nao locals, vistos por um observador confinado, referente ao termo En^- Ainda ha a 
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dificuldade de iinpleinentar a continuidade da metrica induzida e da curvatura extrinseca 
atraves da brana. 

Sendo a regiao exterior a uma estrela ou buraco negro, uma regiao de vacuo, entao as 
seguintes equagoes sao satisfeitas 

R = —E 
R', = Eii = , 
D^E^, = . (3.111) 

Como o termo de Weyl E^y carrega corregoes em altas energias aos modos de Kaluza- 
Klein, o processo de colapso gravitacional sera em geral diferente do processo tratado em 
Relatividade Geral 4— dimensional. 

O candidato a buraco negro no mundo brana proposto por Chamblin, Hawking e Reall 
jlO] e o mais natural. O termo de Weyl e nulo nessa construgao, que consiste em assumir 
que a metrica induzida na brana e a metrica de Schwarzschild, a qual se expande no bulk, 
atraves de um empilhamento de metricas induzidas atraves do bulk extra dimensional. 
Denotando a metrica induzida por g^^., temos que a metrica 5— dimensional e dada por 

(5)rfs2 _ e-2«l2/l^^^rfa;M^a;- + dy^ ^ (3.112) 

sendo 

De fato, se a metrica g^j^y for solugao das equagoes de Einstein 4— dimensionais, isto e, 
se tivermos R^^y = 0, a equagao ()3.113p sera solugao da equagao ^^^Gab = —^b^^^QAB- 
Um observador no bulk vera uma singularidade em forma de linha perpendicular a 
brana para todos valores de y. Cada superficie y = constante consiste no espago- 
tempo de Schwarzschild 4— dimensional. Esta solugao e conhecida como corda negra de 
Schwarzschild, e como foi mostrado em [101 nao esta localizada na brana y = 0. Como 
dissemos, o termo de Weyl nesta solugao e nulo, o que leva a violagao das corregoes em 
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altas energias. O quadrado do tensor de curvatura para esse caso e 

^'^Rabcd^'^R'''''''' = 40k^ + ^^^'^' e%l- , (3.114) 

que diverge no horizonte AdS z = l/Ke^^ = cxd. 

A corda negra ainda sofre da chamada instabilidade de Gregory-Laflame [H], que torna 
o sistema instavel para distancias proximas do horizonte AdS, sendo estavel apenas em 
regioes proximas a brana. No trabalho jlUj? os autores conjecturaram que o horizonte de 
eventos da corda negra deve se fechar, formando algo chamado de cigarro negro, que nao 
sofre instabihdades, sendo, segundo a conjectura, a linica solugao estavel em 5 dimensoes 
que descreve o ponto final de um colapso gravitacional na brana. O fato e que essa solugao 
nao e localizada na brana e, portanto, falha na descrigao de buracos negros realistas na 
brana. 

Ja que a solugao mais obvia falha, o proximo passo dado na busca da descrigao desses 
objetos e considerar solugoes em que i?^j, seja nao nulo, isto foi feito em |121, mas nesse 
caso so ha o conhecimento da metrica induzida, nao foi encontrada uma metrica que 
descreva esta objeto no bulk. Nao ha solugoes tipo buraco negro localizados na brana. 
Sem essa caracteristica, nao podemos modelar buracos negros astrofisicos. 

Ha um caso especial |12] em que foi possivel encontrar uma solugao de buraco ne- 
gro localizada. Tal solugao e encontrada considerando uma 2— brana imersa num bulk 
4— dimensional. 

Pelo fato do termo de Weyl carregar a assinatura da dimensao extra, e de se es- 
perar que no estado final do processo realista de colapso gravitacional na brana, aparega 
esta assinatura. Se isto acontecer, o buraco negro formado deve ter um cabelo extra, 
contrastando com o teorema do nao-cabelo da Relatividade Geral em 4 dimensoes. 

O que podemos concluir sobre a modelagem de buracos negros no mudo brana e que o 
assunto ainda esta em aberto. Ha muitos problemas referentes a estabilidade das solugoes 
e localizagao, bem como um bom entendimento do processo de colapso gravitacional. 



Capitulo 4 

Espago-tempo de 
Kerr-Randall-Sundrum 



Neste capitulo apresentaremos alguns resultados encontrados no estudo da evolugao de 
uina perturbagao escalar no espago-tempo de Kerr-Randall-Sundrum, que consiste em 
considerar, de forma analoga a jlUj? a metrica induzida na 3— brana como a solugao de 



Kerr, imersa num bulk 5— dimensional. 



4.1 Buracos Negros em rotacao no mundo brana 

A extensao das solugoes de Scliwarzschild e Kerr da Relatividade Geral 4— dimensional 
para n dimensoes foi realizada no trabalho de Meyers et al |1^. Para o caso de Kerr, a 
metrica, considerando apenas um parametro de rotagao, e dada por 



2 _ /'A-a^sin^^X 2 2a (r^ + a^ - A) 

,2 I ^2\2 A ^2 ^-2 



dsl.Kerr = 'i ^^ ] dt' ^ ^^ '-dtd<P 



+ 



E 
r^ + a^Y - Aa^ sin' e'' 



sin^ Odd)'' + —dr'^ 

A 



+ j:d9' + r' cos^ ednl , (4.i) 

sendo S = r^ -|- a^cos^^, A = r^ -|- a^ — fir^'"- e dfl'^ a metrica da esfera unitaria 
n— dimensional. A metrica ()4.H1 descreve um buraco negro assintoticamente piano, no 
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vacuo com massa e inomento angular proporcionais a /i e fia, respectivamente, e supondo- 
se /i, a > 0. 

O horizonte de eventos e localizado em r = th- Se n = 1, o horizonte de eventos existe 
apenas para a < (fJ^)^, com area que se reduz a zero no limite do buraco negro de Kerr 
extremo, isto e , para o limite a -^ (/i)^. No caso n > 2, a condigao para o horizonte 
de eventos A = possui apenas uma raiz exata para um valor arbitrario a > 0. Nao ha 
buraco negro de Kerr extremo para n > 2. 

Sengupta [IHl utilizou a generalizagao ()4.H) como um mundo brana de (n+1) dimensoes 
no contexto de RS, considerando esta metrica como uma corda negra com rotacao nao 
nula que intercepta a brana de (n — l) dimensSes numa metrica que representa uma buraco 
negro em rotagao. 

Em jlH] foi considerado, de maneira analoga ao metodo de [lU], a metrica ()4.1|) com 
n = 1 sendo a metrica que representa a intersecgao de uma brana com uma corda negra 
em rotagao 5— dimensional num bulk de RS. A intersecgao descreve o buraco negro de 
Kerr 4— dimensional. A metrica para esta corda negra em rotagao e dada por 

dstKerr = ^^ 1 " ( ^ ) ^^ + ^^'' + ^^^ 



AaMr sin^ , , , 
+ — dtd(p + 



(r^ + a^f - Aa^ sin^ 9 



sin^ ed(j)' + dz'} , (4.2) 



com z = le^'^ e A = r^ + a^ — 2Mr. Introduzindo a coordenada u = z — zq, a. brana estara 
localizada em uj = 0, com 

d4-Kerr = „ , , ,2 " ^^ ^t' + -dr' + Srf^^ 

{\uj\ + Zo) I V ^ / ^ 



AaMr sin^ 6* , , , 
+ dtdcp 



r2 + a""? - Aa" sin^ 6 



fim.' ed<p' + duj' ) .(4.3) 



O quadrado do tensor de Riemann para esta metrica e dado por 

Desta equagao podemos observar que para r = Q e 6 = ix 12 obtemos a singularidade 
em forma de anel caracteristica da solugao de Kerr. Da mesma forma que na tentativa 
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de modelar buracos negros em branas atraves da metrica de Schwarzschild, produz uma 
corda negra que e instavel nas proximidades do horizonte AdS e sofre da instabilidade 
de Gregory-Laflamme [10], neste caso com rotagao ocorre o mesmo, sendo este sistema 
instavel a distancia proximas do horizonte AdS. 

4.2 Perturbacao escalar em Kerr-RS 

Apesar da metrica ()4.3p ser uma solugao instavel proxima ao horizonte AdS, procuraremos 
nesta segao estudar a evolugao de um campo escalar neste espago-tempo. O campo escalar 
sera considerado como um campo de teste, no sentido de que atraves do estudo de sua 
evolugao poderemos inferir, talvez, sobre algumas propriedades dessa geometria ()4.3p . que 
passaremos a chamar de Kerr-Randall-Sundrum (Kerr-RS). 
Escrevendo fl4.2|) como 

d^Kerr-RS = fi^) [dsl-Kerr + dz^] , (4-5) 

com f{z) = I'^/z'^, e 

, 9 f 2Mr\ , . S2 „ „ „ 4Mr . , , 
dsl.Kerr = ~ I ^ " ^^ ) dt + "T c?^ + ^ dO^ —a slu^ Odcpdt 



+ (r^ + a^) sin^ 9 + -^^a^ sin^ 6 
As componentes contravariantes dessa metrica serao 



(4.6) 



9'' = -j^[A-\r' + ar-a'sm'e] , (4.7) 

03 _ 1 /4Mra\ 

A 



g'' 



g'' 



g'' 



1 

1/1 a2 



/(^)S2 Vsin^^ A 



«" ^ M • '^•«) 
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que no caso z = I se reduzem as componentes do caso padrao ^1]. O determinante de 
()4.6|) e dado por 



det {gAB) = G = -p{z)i:* sin' e 



(4.9) 



A equagao que da a dinamica do campo escalar ^{x^,z) {x^ = t,r,9,(f>) com massa 



/i^ e a equagao de Klein- Gordon 



d 



' 



^^^v/^^)+/i2$ = . 



^/^Gdx^ 
Tal equagao, usando os resultados ()4.7|1 e ()4.9j) . assume a seguinte forma expandida 



(4.10) 



/S2 



(r2 + a2)2 



A 



+ 

+ 



d 



p/^E^smOdr 
1 f 1 



2 • 2 

a sm I 



f/^s^sin^ 



92$ 4Mra 9^ 



9t2 A/S2 9t(90 
A a<l>\ 1 



+ 



fp2 Qr J /5/2E2sin^a^ 






a2\ 92$ 1 d 
+ 



(/='=f)H-^'* = 



/S2 Vsin^^ Ay 902 ' /5/2 5^ 

Analogamente a separagao de variaveis usada em [T3], podemos escrever o campo $ 
em termos dos harmonicos apropriados as condigoes de simetria 



imd) ^—iujt 



<l>(x^,^) = R{r)S{e)Y{z)e'"">'e 



(4.11) 



Substituindo este resultado em ()4.1ip e em seguida multiplicando os dois lados da equagao 
resultante por ^^^{x^,z) 



1 

+ 



(r2 + a2)2 
A 
1 d 

T?s\Yies{e)le 



a sin 9 



LU 



AMra, 



[Tnuj] 



1 d f.dR{r) 



i?(r)S2 dr \ dr 



sin 6 



dS{e)\ 



1 



d 



de ') ^ Y{z)pl' dz ' ^ 



dY{z) 
dz 



m 



sin^ e A y S2 



+ /iV = . 



Agora, podemos separar esta equagao em duas outra equagoes: uma dependente somente 
da coordenada da dimensao extra, a coordenada z, e outra equagao dependente das co- 
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ordenadas x'^, sendo Q a constante de separacao, 



1 

+ 



A 
1 d 



a^ sin^ 9 



UJ 



4Mra 



j:^smes{e)de 

d_ fj,ndY{z)\ 
dz \ dz J 






m 



[muj] 



sm 



1 d [ dR{r) 



R{r)Y? dr \ dr 



Q = 



(4.12) 



A / S2 



QY{z)f/' + fi'f = . 



(4.13) 



Separando a parte radial da parte angular na equagao ()4.12|1 . obtemos duas equagoes 

diferenciais ordinarias 

^2 



I d f ^ dR\ (r^ + a^)2 4Mra 

-u; — a cu - 



__ A— + 
Rdr \ dr J 



[Tna] 



A 



sin6' — ^ +a^cos^6' 



A 



vti 



muj 



sin'^ 



P = 



Qr' - P = (4.14) 



(4.15) 



sine5(^)d^ V ^^7 

sendo P a constante de separagao. 

No fini do processo de separagao de variaveis, obtemos tres equagoes diferenciais or- 
dinarias, com a dependencia do campo na coordenada z separada da dependencia nas 
coordenadas x^ na 3— brana, 



d 
dr 



\ A—- ] + — \(r^ + a'^f - AMramu + (maf] 
\ dr J A 



-R {{atoY + Qr^ + P) =0 
sm6' — ^ I + S{e) 



sin 6 dd 
d_ 
dz 



de / 



{to' - Q)a' cos' e 



m 



sin'e 



P 



(4.16) 
, (4.17) 



f/'^^+QY{z)f/' + ^'f = 



(4.18) 



A equagao radial ()4.16j) pode ser reescrita utiliado a coordenada tartaruga r^, 

dr^, r^ + a' 



dr 



(4.19) 



e a definigao 



\|/(r) = Vr2 + a2p(r) 



(4.20) 



na forma 



d^^jr) 
drl 



+ m{r) [uo"^ -V{r,u))\ =0 



(4.21) 
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sendo, para o campo sem massa, 

AMra{muj) - {maf - A((au;)^ + Qr"^ + P) 



V{r,uj) 



+ 



(r2 + a2)2 
A(3r2 - AMr + a^) sA^r^ 



^2^,3 



(4.22) 



A solugao da equagao angular ()4.17|1 sao os harmonicos esferoidais oblatos S'£^ (ff^c^, cos i 
com c^ = a;2 _q2 gg^^gg harmonicos , no caso a = 0, se reduzem aos harmonicos esfericos 
e o autovalor P -^ PLmn se torna L(L + 1). 

No caso geral, os autovalores PLmn sao determinados formalmente por uma expansao 
em potencias de {acn) [Hj, tal como 



Plmn — 7 ^ f{2i){0''^n, 



2j 



(4.23) 



onde OS coeficientes da expansao sao fungoes de L e m apenas, os dois primeiros termos 
sao dados por 



/^™ = /i(/ + l,m)-/i(/,m)-l 



com 



h{l,m) 



1(1 — m){l + m) 



2(/-l/2)(/+l/2) ■ 
A dinamica do campo escalar no bulk e dado pela equagao ()4.18p . que pode ser reescrita 
na forma 



i^y(,)_2|y(,),y„) 



com k'^ = fi'^P. 

Esta equagao e identica a equagao de Bessel, 



Q + 



k^ 







(4.24) 



-— iy(x) + — -^^ + w{x) 

dx'^ X dx 



m 
x2 



(4.25) 



CAPITULO 4. ESPAQO-TEMPO DE KERR-RANDALL-SUNDRUM 99 

A solugao para a equagao ()4.24|1 e 

Yiz) = z' [AJ^^^iQz) + By^^iQz)] , (4.26) 

sendo A e B constantes, e 

J^^qzki = Fungao de Bessel do primeiro tipo de ordem V4 — k'^, 
y^/jzj^ = Fungao de Bessel do segundo tipo de ordem \/A — k"^. 

Consider ando o modelo RS com duas 3— branas, as condigSes de contorno para o 
campo Y{z) vem da continuidade da derivada primeira deste campo nos pontos onde se 
localizam as branas, que, neste caso, se localizam em z = liy = Q) e z = le'^'^{y = d), 
sendo d a distancia de separagao entre as branas. Entao, denotando a derivada em relagao 
a z por Y', devemos ter 



Y'{z)U=i = Y'{z)U,,.=0 . (4.27) 

Calculando a derivada primeira de Y{z) temos 

Y'{z) = 2z \AJ^{Qz) + By^{Qz)\ + z^ {AJ'^{Qz) + By'^{Ql)\ , (4.28) 



com 7 = V4 — k'^ . Em z = I teremos 

Y'{z = l) = A [2J^iQl) + lj:^iQl)] + B [2y^iQl) + ly'^iQl)] ■ (4-29) 

Langando mao das propriedades 

Xj'{x) = xJn^i — nJn{x) , 

xY'{x) = xYn^i - nYn{x) , 
teremos 

A [2J^{Ql) + IQJ^^iiQl) - iJ^iQl)] + B [2y^{Ql) + lQy^-i{Ql) - iy^{Ql)] = , 

A _ [{2-^)y^{Ql) + lQy^^i{Ql)] 



B [{2 - ^)J^{Ql) + lQJ.,^i{Ql)] 



(4.30) 
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Em particular, se 7 = 2, isto e, para o campo escalar nao massivo yU^ = 0, teremos 

yiiQi) 



A 



JiiQl) 



entao 



Y(z) 



z^B 



yi{Ql) 



J2{Qy) + y2{Qy) 



jiiQiy 

Para o ponto onde se localiza a segunda brana, temos 



Y'{z = /e'^") = 2/e'^'' [AJ^iQle'^'') + y.,iQle'^'')] 

+ /2e2d. [AJ^^iQle'"'') + y'^iQle'''')] = 



(4.31) 



(4.32) 



(4.33) 



A [(2 - ^)J.,{Qle'''') + /ge^":r^_i(g/e'^'^)] +B[{2- -f)y^iQle''^) + lQe''''y.,^iiQle'"')] = 



Isolando A, teremos 



A 



-B 



[(2 - i)y^{Qle''^) + IQe^'^y^.iiQle''^ 



[(2 - 7)^^7(^/6'^") + IQe'^^J^.iiQle'^-)] ' 
Igualando (lOHl e (IOn|l temos, 
[{2-^)y,{Qle''^) + lQe'^^y,^,{Qle''-)\ _ [{2 - ^)y,{Ql) + lQy,_,{Ql)] 



(4.34) 



(4.35) 



[(2 - -i)J^{Qle'^-) + /ge'^-jr^„i(g/e^«)] [(2 - 7)^7(^0 + lQJ^,^i{Ql)] 
O autovalor g depende das raizes das fungoes de Bessel, portanto ele sera, no caso do 
modelo de duas branas, discretizado, ou seja, Q -^ Qn- Fazendo as substituigoes n = l/l, 
Qne'^^^ = Xn/l e particularizando para o caso 7 = 2, que representa o campo escalar nao 
massivo, podemos reescrever ()4.35|1 como 



yi{Qn)Jl{Xn) =yi{^n)Jl{Qnl) 



(4.36) 



Esta equagao pode ser resolvida numericamente. Como o mimero de raizes das fungoes de 
Bessel e infinito, o mimero de autovalores Qn-, que chamaremos de modos massivos, pois 
emprestam um carater de campo massivo ao campo escalar com 7 = 2; tambem sera in- 
finito. Nos limitamos a mostrar os dez primeiros modos Qn na tabela ()4.2j] . Substituindo 
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n 


Qn 


n 


Qn 


1 


3.83171 


6 


19.6159 


2 


7.01559 


7 


22.7601 


3 


10.1735 


8 


25.9037 


4 


13.3237 


9 


29.0468 


5 


16.4706 


10 


32.1897 



Tabela 4.1: Primeiros dez niodos niassivos Qn- 



OS valores Qn e PLmn no potencial efetivo ()4.22p . teremos o potencial visto por um obser- 
vador confinado na 3— brana, que a este parecera como o potencial efetivo de um campo 
escalar puramente 4— dimensional com massa. De fato, a dimensao extra simula um termo 
de massa para o campo escalar, o que e esperado, devido a massividade dos modos de 
Kaluza- Klein jSH. 

Buracos negros em rotacao sao instaveis a perturbagao escalar massiva [SB]- O que 
ocorre e a formagao de um sistema altamente explosivo, que foi chamado de buraco negro 
bomba jlT]. Esta instabilidade vem do fato que a massa do campo escalar age como se 
fosse um espelho, e se somarmos a isso o efeito do espalhamento super-radiante, que ocorre 
em buracos negros em rotagao, teremos a amplitude da perturbagao escalar crescendo 
indefinidamente jlH|- Este cenario e o que obtemos no caso de uma perturbagao escalar nao 
massiva no espago-tempo de Kerr-RS. O calculo das frequencias quasi- normals para este 
caso fica impossibilitada, pois este sistema nao nos parece fisicamente aceitavel. Apesar 
disso e interesante calcular os coeficientes de transmissao e reflexao do espalhamento do 
campo escalar em Kerr-RS. Seguiremos de perto os trabalhos de Starobinski et al [25]|26j . 

O perfil assintotico do termo potencial da equagao ()4.22|1 e dado por 



u' -V 
u? -V 



LU 



Ql, n -^ +00 



(u — rnQn) 



-oo 



(4.37) 
(4.38) 
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sendo 

^H = ^, r^ = M+{M'-a'Y . (4.39) 

Da equagao ()4.37p . vemos que quando Qn e maior que u;^ o potencial efetivo fica com 
sinal negative no infinite espacial tornando a perturbagao escalar, neste regime, instavel. 
Se nos restringirmos ao case Qn < uj^^, sendo u^^ a frequencia quasi- normal fundamental, 
as solugoes assintoticas da equagao de onda ()4.22|) tem a seguinte forma, 

*(r, -.-oo) ^ fii„e^*('^^™^")^* , (4.40) 



Esta configuragao exprime o fato de que consideraremos apenas ondas entrando no lior- 
izonte. A onda vem do infinito espacial, parcialmente atravessa a barreira de potencial 
entrando no horizonte de eventos, o resto e refletido para o infinito. 

Da constancia do Wronskiano da equagao ()4.22j) com as solugSes assintoticas ()4.40|) e 
()4.4H) . temos que 

,0 , „ ,0 ^ — TnVLu 

v^^ - Ql 

Isto mostra, que da mesma forma que no caso da solugao de Kerr padrao, \ALrn\ > 1, ou 
seja, a amplitude da onda refietida e maior que da onda incidente se tivermos 

mVlH > oj , (4.43) 

que e a condigao de espalliamento super-radiante. 

Podemos entao, partir para o calculo do coeficiente de refiexao da onda. Vamos supor 
que l/uo ^ Af, isto e, que o comprimento Compton da particula escalar seja maior que 
o tamanho tipico do buraco negro. Seguindo [22], dividimos o espago-tempo exterior ao 
horizonte de eventos em duas regioes, a saber, regiao proxima, r — r_|_ ^ 1/ct;, e regiao 
distante, r — r_|_ ^ M. Resolvendo a equagao de onda ()4.22|) nestas duas regioes, e 
igualando os resultados onde a regiao distante e a regiao proxima se interceptam, isto e, 
na regiao M <^ r — r_|_ ^ 1/u;, encontraremos o coeficiente de refiexao. 
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Na regiao proxima, podemos aproximar ()4.22p por 

^-^(^^^)+[^U^-^^H)'-L{L + l)A]R{r) = , (4.44) 

cuja solugao geral e dada por [2S]|1H] 

R = Az-'^{\ - zf^^F{a - c + 1, 6 - c + 1, 2 - c, z) + Bz'^{\ - z)^+^F{a, b, c, z) (,4.45) 
sendo F{a, b, c, z) e F{a — c + l,b — c + 1,2 — c, z) fungoes hipergeometricas, 



Tj 



X = (uj-mn-H) ± — , (4.46) 

r i — r_ 



z = ^— ^ . (4.47) 

Segundo Starobinski [22] para grandes valores de r a solugao acima tern a seguinte forma 
assintotica 



R ~ AT{1 - 2zx) 



r+ - r_)-^r(2L + l)r^ (r+ - r„)^+^r(-2L - l)r' 



L-n 



r(L + l)r(L + 1 - 2tx) T{-L)T{-L - 2ix) 

Na regiao distante r — r+ ^ M a equagao de onda possui a forma 



.(4.48) 



d'^ f T^^ r 2 ^2 L{L + 1 



— (ri?) + [.^-g^-^-^]=0 , (4.49) 



com solugao geral dada pela seguinte combinagao de fungoes de Bessel 

R ~ r"V2[^j-^^^/^(y^J^^g^) + bJ^L^^Mu^ - Ql)] . (4.50) 

Para pequeno valores de r esta solugao toma forma 



(V^7^g|/2)W2,L jy^73gT/2)-^-VV-^-i 

R ^ a—^ ; r^ h 0— ^^ ; r^ . 4.51) 

r(L + 3/2) r(-L + l/2) ^ ^ 

Combinando as solugoes da regiao proxima ()4.48|) e da regiao distante ()4.51|) na regiao 
de intersecgao M<^r — r^^l/uj, obtemos o coeficiente de refiexao b/a 

l.2.i.^-Qlf*U^,^^^^ytL_0^f,^^,,^, , ,4,52) 
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Este coeficiente de reflexao difere da formula encontrada por Starobinski [221 para o caso 
da solugao de Kerr padrao pelo fator Qn que aparece no termo (u;^ — Q"^) . De fato, 

isto nao e apenas uma frequencia recalibrada pelo fato Q^, pois o termo x definido por 
()4.4fjj) contem u. Esta infiuencia da dimensao extra, representada pelos autovalores Qn, 
no espalhamento super-radiante sera importante apenas para o regime em que Qn e da 
mesma ordem que u. Estes resultados foram publicados em 
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Conclusao 



Vimos que nos modelos de mundo brana propostos por Randall e Sundrum, em particular 
o niodelo com duas 3— branas em um bulk AdS^, ha a possibilidade da resolucao do 
problema da hierarquia entre a escala gravitacional e eletrofraca. O modelo com uma 
linica brana contem o modo zero de excitacao dos gravitons, que e a gravitacao de Newton. 
Podemos considerar estes modelos como laboratorios que nos permitem testar varias ideias 
da conjectura da teoria M, e tambem questoes sobre a forma da Relatividade Geral neste 
contexto. 

A modelagem de buracos negros, como discutido no terceiro capitulo, e um problema 
em aberto, e nao nos parece trivial. O fato da gravidade se espalhar pelo bulk, enquanto 
OS outros campos fisicos ficam confinados na 3— brana, e um complicador para o estudo 
do colapso gravitacional de objetos astrofisicos. Alem disso, as condigoes de contorno 
sao complicadas de se implementar neste caso. Tambem nao e claro como deve ser o 
limite assintotico do bulk, ja que proximo ao horizonte AdS ocorrem problemas com a 
continuidade do horizonte de eventos de um buraco negro jlHI, alem da instabilidade de 
Gregory-Laflamme |41j . 

Apesar da solugao de corda negra em rotagao estudada por Sengupta ^B, apresentar 
as mesmas limitagoes do cigarro negro de Hawking jlU], estudamos a equagao de Klein- 
Gordon neste cenario. Mostramos que perturbagoes escalares de spin sem massa no 
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modelo de Kerr-Randall-Sundrum com duas branas simula a perturbacao escalar massiva 
no espago-tempo de Kerr 4— dimensional. O termo massivo para o campo escalar aparece 
devido unicamente a dimensao extra, como foi mostrado de maneira geral por Cardoso et 
al |1HJ. A equagao que governa a dinamica no bulk do campo escalar em Kerr-Randall- 
Sundrum e a mesma encontrada na decomposigao de Kaluza-Klein feita por Randall- 
Sundrum [20] jHI] e a encontrada para campos escalares 5— dimensionais no modelo de 
Randall- Sundrum com branas de Minkowski [201 • Este termo nao massivo torna o espago- 
tempo de Kerr-RS instavel por perturbagoes escalares, ja que devido ao espalhamento 
superradiante, a radiagao espalhada para o infinito e refletida de volta para o buraco 
negro pelo termo de massa do campo, gerando assim um buraco negro bomba. 
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